Resumo — Matematica Finita

Tema 1 — Combinatdéria Enumerativa

11

O que é contar
Correspondéncia biunivoca : Uma correspondéncia biunivoca @ entre dois conjuntos A e
B é uma relagdo binaria entre A e B que verifica as duas seguintes condig¢des:
1) Vx€A 3FlyeB : xdy

[1a] Vx€A 3y €e€B : xdy existéncia

[1b] Vx €A Vy,,y, €EB (xPy; AxDPy, = y; = y5) unicidade
2) VyeEB 3lx€eAd : xdy

[2a] VyEB 3Ix €A : xPy existéncia

[2b] Vx,x, €A Vy€E€B (X1 Py Ax, Py = X1 = Xy) unicidade

: Diz-se que dois conjuntos tém a mesma cardinalidade, ou o
mesmo nuimero de elementos, se existe uma correspondéncia biunivoca entre eles.
Func¢do : Uma fungdo @ de A em B é uma correspondéncia de A em B que verifica as

condi¢des [la]vx €A ®(x) €EB e
[1b]Vx €A Vy,,¥, €B (P(x) =y, AP(x) =y, = y1 =Y2) -
» @ éinjectiva sse Vxy,x, €A (x1 # x; = P(x1) # P(x,)) ou
Vx,x, EA (P(xy) = P(xy) = x1 =x3)  [2b]
» @ ésobrejectivasse Vy€eB Ax €A : d(x) =y [2a]
» @ é bijectiva sse VyEB 3lx€d : d(x)=y [2a] e [2b]

Particdo numérica : Uma particdo numérica de um numero natural n diferente de zero é
uma maneira de escrever n como soma de numeros naturais ndo nulos, sem atender a
ordem das parcelas.
: Se numa correspondéncia biunivoca @ entre dois conjuntos A e B
trocarmos os papéis de A e B, obtemos a correspondéncia inversa ¥ e temos:
®(a)=b sse ®1(b)=W(h)=a
Proposicao : Seja Seq, o conjunto de todas as sequéncias bindrias de comprimento n e
seja P(X) o conjunto de todos os subconjuntos de X. Ent3o:
Os conjuntos Seq,, e P({1,2, ...,n}) tém a mesma cardinalidade
[n] : Conjunto dos nim. naturais ndo nulos que s3o inferiores a n. Assim, [n] = {1,2, ..., n}
: Seja n um numero natural. Diz-se que a cardinalidade de um conjunto X é
n, e escreve-se #X = n, se existir uma funcdo bijectiva entre os conjuntos [n] e X.
Também se diz que X tem n elementos.
Teorema Fundamental das Cardinalidades Finitas : Se n e m sdo numeros naturais
diferentes, entdo ndo existem bijec¢Bes entre [n] e [m].
Conjunto finito : Um conjunto X diz-se finito se existir um nimero natural n tal que X
tenha cardinalidade n.
Proposicdo : Sejam X e Y conjuntos finitos disjuntos. Entdo #(X UY) = #X + #Y.
n n

HX,UX, UL UX) =8 +#, + -+ X, <=> #UXk = Z#Xk
k=1 k=1
: Sejam X e Y conjuntos finitos. Entdo #(X X Y) = #X - #Y.
Proposicdo : Seja ® : A - B uma funcgao entre dois conjuntos finitos. Suponhamos que
#A > r - #B. Entdo, paraalgum b € B, #4, >r.
: Sejam A e B conjuntos finitos, o primeiro dos quais de cardinalidade
superior ao do segundo. Entdo, ndo existem injec¢Oes de A para B.
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Anexo fundacional

Lema : Seja f : [n] = [m] uma fungdo injectiva que ndo é sobrejectiva. Entdo, existe uma
funcdo injectiva de [n] para [m — 1].

: Se m e n sdo nUmeros naturais tais que m < n, entdo nao existem injecgdes de
[n] para [m]. (vers3o do teorema dos cacifos)
Corolario : Se X é um conjunto finito e se f é uma fungdo injectiva de X para X, entdo f é
uma bijeccao.
Lema : Sejam X e Y conjuntos finitos ndo vazios. H4 uma sobrejeccdo de X para Y sse ha
uma injec¢do de Y para X.

: Sejam X e Y conjuntos finitos ndo vazios de cardinalidades ndo nulas n e m,

respectivamente. Entao:
1) Haumainjeccdode X paraY ssen < m.
2) Ha uma sobrejeccdo de X paraY ssem < n.
Corolario : Se X é um conjunto finito e se f é uma fungdo sobrejectiva de X para X, entdo
f é uma bijeccdo.

Coeficientes binomiais

1.2

Proposi¢do : Se X tem n elementos, entdo P(X) tem 2™ elementos.

Principio da Inducdo Matematica : Se uma propriedade é verdadeira para 0 e se, sempre
que é verdadera para n também é verdadeira para n + 1, entdo é verdadeira para todos
0s numeros naturais.

: Combinacbes de n, tomadas k a k. (n) n

n n k zm
:(k)z(n—k)

Bindmio de Newton : (x + y)" = Y1_, (n) xky™k . Caso particular: ¥}, (Z) =2"

k
Lei de Pascal : Se 1 < k < n, entdo (Z) = (Z : i) + (n; 1)
Poténcia (fact.) decrescente : nX =n(n+1)..(n+k—1) = (nr_“k)r Arranjosden, k ak.

Factorial :n'=n(n—-1)..2-1.
Revisdo trinomial : (rll) (Ilc) = (Z) (7__:)

Férmula da extracgao : (Z) = %(z : })

Adig3o paralela: Y7 _, (r -Ilc_ k) = (r * Z " 1)
Adigdo do indice superior : ¥7__ (71:1) = (:,llj_ 11)

Adigdo alternada do indice superior : Y7 _, (r]?) (-Dk=(=D" (m; 1)

2o () (2 i) = ()

m+n+ p) __ (m+n+p)!

Coeficiente trinomial : ( mn,p

minlp!
n o
Teorema Trinomial : (x +y + 2)™ = Yo<i j ks<n (i j k) xtyl zk
i+j+k=n "7’
ng+n;+--+ ns) _ (ny4ny+--+ng)!

Coeficiente multinomial : (
Ny, Ny, ..., N

nqn,lng!
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1.4 A tabela dos doze caminhos

#X=n ; #¥ =m f qualquer f injectiva f sobrejectiva
i | aw 2w
e I G B B 2

. : Sejam n e r numeros naturais positivos. A equagdo x; + x, + -+ x,, = r tem

r+n—1 o . .
- solugcGes nos numeros naturais. (truque dos separadores)

* Funcdo (estr.) crescente : Uma fungdo f : [n] —» [m] diz-se estritamente crescente (resp.:
crescente) se f(i) < f(j) (resp.: f(i) < f(j)),sempreque1 <i<j<n.
¢ Teorema : Sejam n e m numeros naturais. Tem-se:

1) O nudmero de func¢des estritamente crescentes de [n] para [m] (

2) O numero de func¢des crescentes de [n] para [m] é (

1.5 O principio da inclusdo/exclusdo
¢  Férmula da inclusdo/exclusdo :

1<i<j<ksn

* Desarranjo (“n subfactorial”) : nj= n! Y},

1.6 Enumerabilidade

+o+ (DY HX N X, N
(-D*

n
#X,UX,U..UX,) = ) #X;,— z #(X; n X))
i=1

+ Z #(X;nX;nX) —

1<i<jsn

™

#(X;nX;n X, N X))

1<i<j<k<lsn

LT
'n!_Z

nx,)

150367
e

e Definicao (enumeravel) : Um conjunto ndo vazio diz-se enumeravel se for possivel lista-lo
por meio de uma sequencia infinita: xg, x1, X3, X3, X4, ... D& um modo mais formal, diz-se
gue um conjunto nao vazio X é enumeravel se for imagem sobrejectiva do conjunto dos
numeros naturais. Por conveniéncia, diz-se que o conjunto vazio @ é enumeravel.

1) O conjunto dos nimeros inteiros é enumeravel.

2) Todo o conjunto finito {ay, a,, ..., a, } € enumeravel. (podemos repetir elementos)

3) A unido de dois conjuntos enumeraveis ainda é um conjunto enumerdvel.

4) Seja X um conjunto enumerdvel e f : X = Y é uma aplicagdo sobrejectiva, entdo Y é
um conjunto enumeravel.

5) O conjunto de todas as sequéncias binarias finitas é enumeravel.

» Dado um conjunto A, finito e ndo vazio, denota-se por A* o conjunto de todas as
sequéncias finitas de elementos de A. Neste contexto, diz-se que A é um alfabeto

e, 0s seus elementos dizem-se letras (ou os “simbolos”) e os elementos de A*
dizem-se palavras desse alfabeto. = O conjunto das palavras de um alfabeto

(finito) é enumeravel.

6) Se X é um conjunto enumeravel de conjuntos enumerdveis, entdo a sua uniap,

representada por Uxey X, também é um conjunto enumeravel.

7) Se X e Y sdo conjuntos enumerdveis, entdo o produto cartesiano X X Y é enumeravel.
8) Se X é um conjunto enumeravel e Y € X, entdao Y também é enumeravel.
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: Um conjunto X diz-se numerdvel se tiver a mesma cardinalidade
que N (i.e., se existir uma bijecgdo entre X e N). Também se diz que X tem cardinalidade X,.
Lema : Todo o subconjunto infinito de N tem cardinalidade X;.

: Um conjunto infinito é numeravel se, e somente se, é enumeravel.

Lema da Diagonalizacao : Dada uma qualquer “matriz” quadrada infinita de zeros e uns
cujas entradas a;; estdo indexadas por pares de numeros naturais existe necessariamente
uma sequéncia bindria infinita de dy, d4, d;, d3, ... que difere de toda a linha (e de toda a
coluna da matriz dada.
Teorema de Cantor : O conjunto de todas as sequéncias bindrias infinitas ndo é
enumeravel.
Nota : Nem todos os infinitos sdo semelhantes. Num certo sentido, o conjunto de todas as
sequéncias bindrias infinitas tem uma cardinalidade maior que o conjunto dos nimeros
naturais. Esta cardinalidade denota-se por ¢ (c de continuo) ou por 2%o.
Corolario : O conjunto de todos os nimeros reais ndo é enumeravel.

Tema 2 — Somas

2.1

2.2

A notagdao X

Notagdo X : Y-, a;

— i :varidvel de indexacdo do somatério (i € N) - varidvel muda

— 1 :indice inferior

— n:indice superior

Requisitos Logicos :

1) Primeiro Requisito Ldgico : A varidvel de indexagdo do somatério ndo pode ocorrer,
nem na expressao do limite superior, nem na expressao do limit inferior do somatdrio.

2) : A varidvel de indexa¢do do somatdrio pode ser mudada
para uma outra qualquer, desde que essa outra seja uma varidvel que ndo ocorra no
somatério.

3) Terceiro Requisito Logico : Ndo se pode substituir uma varidvel livre por uma
expressdo onde ocorra uma variavel que, apos substituicdo, figue muda.
Notagdo X Generalizada : ),1<;<,, @; (formalmente : ¥p(;y ;)
» Se ndo existem indices i para os quais P(i) é verdadeira, temos a soma vazia (=0)
0se P(i) é falsa
Yia; |IPO) =X ,a; onde||P(i ={ L. )
SiailPON = Sioa; onde IPDI =] o, b7y 6 verdadeira

Numero Harmoénico (série harmonica) : H, = 2?21? Nota: Hy = 0

Vinte e trés somas
: Seja I um conjunto finito e, para cada i € I, seja a; um numero real.
Entdo Y;e;ca; = ¢ ey @; paraqualquer nimero real c.
Lei Associativa : Seja I um conjunto finito e, para cada i € I, sejam a; e b; nUmeros reais.
Entdo Xies(a; + b;) = Xier @i + ier bi
: Seja I um conjunto finito e, para cada i € I, seja a; um numero real. Além
disso, seja g : I = I uma bijeccdo. Entdo Y;c; a; = Yies Ao(i)
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¢ Soma de uma progressao aritmética : produto do niumeros de parcelas da progressdo pela
média aritmétia entre a primeira e a ultima parcela.

e Lei da Mudanca de Variavel : Sejam I e | conjuntos finitos e seja g : ] = I uma bijeccado.
Além disso, para cada i € I, seja a; um ndmero real. Entdo };c; a; = Yje; Ao())

J : Seja K um conjunto finito e suponhamos que K =1UJ é uma
unido disjunta de dois subconjuntos I e J. Além disso, para cada k € K, seja a; um nimero
real. Entdo Yyex ax = Xies @i + Xjej a;

* Método da Perturbagdo: S, = X1 oa; <=>S, +auy1 = A+ 21 Aisq

* Método da Diferenciabilidade : Se )/~ , a; = S entdo ),i-; ia; = S’ (com alguns ajustes)

. : Seja I um conjunto finito e suponhamos que
I=1Ul,U..Ul, é uma unido disjunta de m subconjuntos I, 1, ..., I,,. Além disso,
paracadai € I, seja a; um numero real.

Entdo Yie; a; = Xier, & + Xier, @ + - + Dier, @ = Yk=1 Dier,

e Lei Associativa Generalizada (Lei de Fubini) : Sejam [ = {1,2,...,m} e ] = {1,2,...,n} e
seja @;j um nimero real. Entdo Y%, ¥ a;; = X XL a;)
> Caso particular: Y7L, Y a;; = ?:121-:1 a;; (usar notacdo de Iverson)

J : De maneira informal, neste método vamos:

— transformar uma soma simples nume dupla = expansao

— efectuamos calculos na soma dupla; eventualmente trocamos somatdrios (de acordo
com a lei associativa generalizada)

— transformamos a soma dupla numa soma simples — contrac¢ao

— terminamos os calculos

. : Sejam Xxg, X1, X3, ... € Vo,Y1,Y2, - duas sucessdes (infinitas) de
numeros reais e suponhamos que elas estdo relacionadas do seguinte modo:
n
n
Xn = Z (k) (_1)kyk
k=0
para todo on = 0. Entao, podemos concluir que
n
n k
Yn = Z (k) (=D"xy
k=0

paratodoon = 0.

. : Sejam [ e J conjuntos finitos e, paracadai €  ecadaj € J,
sejam a; e b; nimeros reais. Entdo (X7 a;) - (Zje] bj) = Yier iey aibj

e Lei Telescopica : Sejam m e n dois nimeros naturais tais que m <n e sejam
Gy Q1 e O € RENtHO XIS (a10s — @) = a4, — @y ou XP5EAG; =y,

* Anti-Diferanca / Soma Indefinida : Dada uma soma Z{:,}l b; s6 podemos aplicar a Lei
Telescdpica se existir uma sucessdo ay, a4, a,, ... tal que b; = Aa;, para i = m. A sucessdo
(a,) chama-se anti-diferenca ou soma indefinida da sucessdo (b,,) e escreve-se ). b; = a;.
Assim : Yb,=a; <=>Aa; = b;

— o paralelismo entre diferenca e anti-diferenca é analogo ao entre derivada e primitiva.

e Método da Soma por Partes : Sejam ag,ay,...,a, € by, by,...,b, duas sucessbes de
ndmeros reais. Entdo a;Ab; = A(a;b;) — b;41Aq;

e, aplicando somas, obtemos L a,Ab; = aiby |t — Y1) by Ag;
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Tabela das Diferengas e Anti-Diferengas

Sucessao Diferenca Anti-Diferenca | Soma
n-1
a; Aai Z a; a;
i=0
1 0 i n
m+1 m+1
1 1 H H
i+1 (+DG+2) ! n
2! 2! 2! 2n—1
. . i n_1
x* (x — Dt X X
x—1 x—1

Tema 3 — Recorréncias e Funcoes Geradoras

3.1

Relagdes de Recorréncia
Relagdo de Recorréncia : Dada uma sucessdo ag, aq,as,, ... uma relagdo recorréncia ou
recuriva, para a sucessdo dada, é uma férmla que relaciona cada termo a,, com os termos
que o precedem ay,ay, Ay, ..., Ap_q : a, = f(ag,aq,az, ..., an_1),n=k+1
As condic¢Oes iniciais para a relacdo de recorréncia especificam os valores dos termos
ay, aq,dy, ..., A Para um indice k fixo.
Método de diante para tras : Suponhamos que temos a férmula de recorréncia
a, = f(ag,aq,ay,...,ap_1),n =k +1 (*)

e que estd sujeita a k condi¢des iniciais. Na igualdade (*) substituimos a,_; por uma
expressdo do tipo (*) e depois a,,_, e assim sucessivamente até ao termo a,, de modo a
desaparecerem os termos da sucessao. Este método pressupde alguma adivinhagdo por da
forma geral. Assim a formula obtida deverd ser provada pelo método de inducgdo
matematica.
Principio da Inducdao Matematica (Inducdo Simples) : Se uma propriedade é verdadeira
para 0 e se, sempre que é verdadera para n, também é verdadeira para n + 1, entdo é
verdadeira para todos os nimeros naturais.

P(0)

Vn(P(n) =>Pn+ 1))

-~ VYnP(n)

: Se uma propriedade é verdadeira
para 0 e se, sempre que é verdadera para todo o natural m < n, também é verdadeira
paran + 1, entdo é verdadeira para todos os nimeros naturais.

P(0)
vn[P(0)&P(1)&...&P(n) = P(n + 1)]

~ VYnP(n)
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Fl == FZ == 1
B=Fp 1+ Fp
: Para qualquer niumero naturaln > 1, o n-ésimo numero de Fibonacci é

dado por E, = %(q)n — (f)n) onde d" = 1+2\/§ e B = 1_2\/g

Nota: A férmula de Binet é verdadeira pata todo o nimero natural se definirmos F, = 0.

Sucessao de Fibonacci : { , paran =3

Anexo sobre o Principio da Indugao

3.2

Teorema : O principio da indugdo simples implica o principio da indu¢do completa.
Principio do Minimo : Seja P uma propriedade de nimeros naturais. Se existe um nimero
natural n tal que P(n), entdo existe o menor dos naturais com essa propriedade, i.e.,
existe um numero natural n, tal que P(ny) e tal que, para nenhum natural m < n,, se
tem P(m).

Na linguagem simbdlica: AnP(n)

~ An(P(ny) AVm[m < ny = —P(m)])
onde —P é a negacgdo da propriedade P.
Teorema : O principio da indu¢do completa implica o principio do minimo.

Recorréncias Lineares de Coeficientes Constantes
Uma relagao de recorréncia linear, homogénea e com coeficientes constantes é dada por
uma férmula do tipo x,, = C1Xp_1 + CaXp_p + =+ + CXp_ (1) ,
em que k é um numero fixo (independente de n= e c¢4,¢y, ..., € R (também
independentes de n) e por k Xo = bg, X1 = by, e, X1 = b1 ,
onde by, by, ..., b,_1 € R sdo nimeros previamente dados.
Uma solucdo da relacdo de recorréncia acima é uma sucessdo (infinita) de niumeros reais
ag, aq, -, Ay, . talque ag = bg,ay = by, ..., a1 = br_1 €
tal que, paratodon >k, a, = cian_1 + 0y + "+ Crp_i
Pequena Nota : x, = cx,_1 <=>x, = c"Xx,
Principio da Sobreposi¢do : Sejam (a,) e (b,) duas solugbes da mesma férmula de
recorréncia linear, homogénea com coeficientes constantes : x,, = ¢1 X1 + *** + CxXp—k-
Entdo, para quaisquer nimeros reais ou complexos r e s, a sucessdo (ra, + sb,) também
€ uma solucdo da mesma féormula de recorréncia.
Nota : O principio da sobreposicdo generaliza-se a qualquer combinagdo linear de um
conjunto finito de solu¢des da mesma férmula de RLHCC.
Polindmio caracteristico de uma relagdao de RLHCC :
Seja xp = C1Xp_q1 + CaXp_oy + o+ cpXp_ (1) uma férmula de RLHCC.
1. Seja / uma raiz (real/compl.) do polindmio p(t) = t*X — ¢y t*" 1 — oo — )1t — i (3)

na indeterminada t. Ent3o, a sucessdo {(A™) é uma solucdo da férmula de recorr. (1).

» 0O polindmio (3) diz-se polinémio caracteristico da férmula de recorréncia (1).

> As raizes deste polindmio chamam-se da férmula de rec. (1).
2. Sejam A4,..,A4, todas as raizes caracteristicas da férmula de recorréncia (1) e sejam

ay, ..., @, numeros reais ou complexos. Entdo, a sucessao {(a,,) definida por

Ap = AT + -+ ap AY (4)

é uma solugao da férmula de recorréncia (1).
Polindmio caracteristico: caso das raizes simples : Seja (1) uma férmula de RLHCC e seja
(3) o seu polindmio caracteristico. Suponhamos que p(t) tem exactamente k raizes (reais
ou complexas) distintas 1, ..., A,-. Entdo, qualquer solugdo {a,,) da férmula de recorréncia
(1)temaforma: a, = a;AT + -+ apd}, n €N onde ay, ..., @ sdo num. r. ou compl.
Numeros Complexos (revisao) :
> Forma algébrica:z = a + bi,ondea,b € Rei? = —1 (i: unidade imaginaria)
» Conjugado:Z=a—bi ; zZ=rcis(—6)
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» Forma trigonométrica:z = r(cos@ + isinf) = rcis 0
- Mobdulo : v = Va? + b? = |z|
b
- Argumento: 6 = arctan—_ = argz

» 792, =mrycis(6; +60,) ; E—: = :—:cis(el —0,) ; z" =r"cis(nf) F. de Moivre

4.1.1 Séries formais

Produto de convolugdo : Por defini¢do, chamamos convolugdo das sucessdes (a,) e (b,,) a
sucessdo (wy,) cujo termo geral é w, = Y7_, axby_i = agb, + a1b,_q + -+ a, by
Série formal : Uma série formal em t é uma expressdo do tipo : A(t) = Yoo ant™ (1)
onde, para qualquer nimero natural n, a,, é o n-ésimo coeficiente de A(t).
» lgualdade de duas séries formais : }.n_o Apt™ = Yn—obut" <=>a, = b, Vn €N
» Seasucessdo (a,) satisfaz a,, = 0, Ym > n, entdo escrevemos
A(t) = Ynoant™ = ag + agt + - + a,t™ e A(t) diz-se um polinémio em t.
Operagdes com séries formais : Sejam A(t) = Yo—o ant™ e B(t) = Yp—( b, t™ duas SFs.
» Soma:A(t) + B(t) = Yn—ola, + by)t"
» Produto (convolugdo) : A(t) - B(t) = Ymeo(Xk=0 Acbn_i)t"
> Observacdes : As operagGes de adigdo e multiplicagdo de séries formais generalizam as
respectivas operagdes entre polindmios e satisfazem as leis comutativas, associativas e
distributivas.

: Uma SF A(t) é invertivel se existir uma SF B(t) tal que

A(t)-B(t) =1
A(t) = Yoo a,t™ é invertivel sse ag # 0 Nota: inversa : B(t) = A(t)™! = ﬁ
: Para simplificar a escrita, definimos (fl), Vx € RUC, por

(fz) = w, convencionando que (J(;) =1. Nota: (_nl) = (="

Temos (A1+6)™ =Y (rrrlz) t" , VmeZ

Funcgdo Geradora : A série formal A(t) = Y=o a,t™ diz-se fungdo geradora da sucessdo
(a,) porque nos da informagdo sobre os termos ag,a;,a,,.., permitindo manipular
algébrica mente a sucessdo (a,).

» Entende-se por forma fechada de uma fun¢do geradora A(t), uma expressdo do tipo
%, com a(t), b(t) polindmios em t, que represente A(t).
» Entende-se por forma aberta de uma funcdo geradora A(t), uma expressdo do tipo

Yoo Ant™ que represente A(t).

Resumo — Matematica Finita 8/10 Jodo Marques



¢ Sinopse de algumas fungGes geradoras :

A(t) Z a,t" ay, aq4,0;,as, ...
00n=0
1 1 len — 0|t 1,0,0,0, ...
n;O
2 t ZHn — 1 0,1,0,0,0, ...
n;O
3 ¢2 ZHn — 2|t 0,0,1,0,0,0, ..
noo=0
4 tm len = m|t" 0,...,0,1,0,0, ...
n:O00
m my ., m m
5| (1+¢) Z(n)t 1,m,(2),...,(m),0,0,...
= n=0
_\m _ayn (MY .n _ m _4ym (M
6| 1-0) Z( o ()¢ 1,-m, (7). D™ (1),00, .
=
m n m n 2 m m m
7 | (1+at) Za (n)t 1,am,a (2),...,a (m),0,0,...
=
1
8 | Z(—l)"t" 1,-1,1,-1,1,-1, ..
Tt =il
1
9 | z £ 1111, ..
1—¢ &
1
10 Z 2ngn 1,2,4,816,32 ...
1-2t &
1 ngn 2 3
11 1 Zat 1,a,a%a>, ..
—at _ ~
1 ,
12 5 Z [In épar||t" 1,0,1,0,1,0, ...
1—¢ &
1 .
3] — an divide n||t" 1,0, ..,0,0,..,0,1,0, ...
—t n=0 =
14 ! Z( +1)en 1,2,3,4,5,6
_— n
_ 2 ) ) ) ) ) )
1-1) =
1 m+n—1\,, m+1y frm+2
L a—on Z( n )t 1’m’( 2 )( 3 )
O(T)lio
1 m+n-—1 m+1 m+ 2
n n 2 3
16 | magm | 2 ("D [ namar (M) Y).e (M2
=
1
17| — Z(—l)”(n + 1) 1,—2,3,—4,5, 6, ...
2
(1+0) &
1 m+n-—1 m+1 m+ 2
8| e | (e | e (")),
n=
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4.1.2 AplicagOes a recorréncias lineares

Teorema das Frac¢des Parciais (caso das raizes simples) : Sejam dados polinémios a(t) e
b(t) (de coeficientes reais ou complexos). Suponhamos que b(t) tem grau r e
suponhamos que existem numeros complexos A4, ..., 4., ndo nulos e distintos dois a dois,
tais que b(t) =1 —-2)(1—A,t) ...(1 — A,t) .
Além disso, suponhamos que a(t) tem grau estritamente menor que r. Entdo existem
ndmeros complexos a4, ..., @, (eventualmente nulos) tais que
b(t)  1-A;t  1-A5t 1-A,t
:Sejab(t) =1+ ¢yt + -+ ¢,.t" um polinémio de grau r (com coeficientes reais ou
complexos) e considere-se o polinémio c(t) = t" +¢;t""1 + -+ ¢,. Sejam A4, ..., A
(com 1 < s < r) numeros complexos, ndo nulos e distintos dois a dois, tais que
c(t) = (@t —2A)™ME—2)"2 .. (t = A)™s
(deste modo A4, ...,A; sdo todas as raizes de c(t) tendo multiplicidades my, ..., mq
respectivamente). Entao,
b(t) =1 —21)™ (1 —2A,)™ ... (1 = At)™s
Teorema das Fraccdes Parciais (caso geral) : Sejam dados polindmios a(t) e b(t) (de
coeficientes reais ou complexos). Sejam A4,...,A; nimeros complexos, ndo nulos e
distintos dois a dois, tais que
b(t) =1 —21t)™ (1 —2A,)™ ... (1 = At)™s
para alguns naturais my, ..., ms. Sejar = my + m, + -+ + mg e suponhamos que a(t) tem
grau estritamente menor que r. Entdo, existem polindmios (de coeficientes complexos)
a;(t),a,(t), ...,as(t) (eventualmente nulos) tais que, para 1 <i <s, a;(t) tem grau
estritamente menor que m; e
a®) _ _ a(®) a;(¢) as(t)
b(t)  (A-A )M | (1-A,0)™2 (1=Ast)™s

: Seja dado um polindmio
a(t) com grau estritamente menor que m (onde m é um ndmero natural) e seja A um
ndimero complexo ndo nulo. Entdo existem nimeros complexos ay, ..., &, tais que
a(t) a, a a

Goaom ~1oa T (1—;)2 Tt (1—;;)"1
Teorema Fundamental : Seja dada uma formula d recorréncis linear, homogéna e de
coeficientes constantes, e suponhamos que o seu polinédmio caracteristico p(t) se
factoriza da forma p() = —-A)™(t—A)™2 ... (t—A)™s
onde A4,4,, ..., A sdo as raizes ndo nulas (reais ou complexas), distintas duas a duas, de
p(t). Seja (a,) uma solugdo desta férmula de recorréncia. Entdo, existem polinémios (de
coeficientes complexos) a,(t), a,(t),...,as(t) tais que, para 1 <i <s, a;(t) tem grau
estritamente menor do que m; e

a, = a,(MAT + a,(MA} + -+ + ag(n)A}

1) usamos a relagdo de recorréncia dada para obter uma equagdo para a série formal
A(t)

2) resolvemos a equacgdo para A(t) — determinacdo de uma forma fechada para A(t)

3) usamos:
— decomposicao em fracgdes parciais;
— teorema da expansao binomial;
para encontrar uma formula para os coeficientes de A(t) — determinacdo de uma
forma aberta para A(t).
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