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Grupo |

1.

B ndo é um subespaco vetorial do espaco das fungdes porque a fungdo nula
nao pertence a B.

O “zero” do espaco C é a funcdo identicamente igual a zero, que satisfaz
trivialmente a condigao f(2) = f(3).

A resposta certa é d).

2.
Calculando ABC concluimos que a resposta certa é d).

3.
Como as matrizes sao 3 x 3 apenas as afirmacoes i) e iv) sao verdadeiras e
portanto a resposta certa é c).

4.
Calculando A% obtem-se A% = I, e portanto a resposta certa é d).

Grupo 1l

Vamos calcular o determinante aplicando o Teorema de Laplace a Ultima co-
luna da matriz

1 1 0 11
det|1l —1 N|=-Ndet 5 3 ]:—N#O,
2 3 0

e portanto temos um sistema de Cramer.
Aplicando a regra de Cramer z é dado por

1 1 1

det{l -1 N
2 3 -2 9-N N-9
—N ~ —-N N

Nao era pedido, mas do mesmo modo, x=5e y = —4.
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Grupo 11l
Antes de comegar a fazer contas convem olhar primeiro para a matriz Ay

L o 1
e reparar que usando a primeira e a terceira linhas temos o bloco (0 ;}) e

portanto a sua caracteristica é no minimo igual a 2.
Condensando a matriz

X 1 y x 1 ¥y x 1 ¥y
?+xy x+y 0| —— |xy y —xy| — [0 0 —xy—y?|,
lo—x0y o=yl
2x 0 2] v¢3-20 0 -2 2-2y 0 -2 2-2y

x 1 y x 1 y
etrocandoaslinhas2e3,tem-se(0 -2 2-2y |=|0 -2 2-2y

0 0 —xy—y? 0 0 —ylx+y

Esta matriz é triangular superior e portanto se x # 0 e y(x+ y) # 0 entdo a
caracteristica é 3.

Caso contréario! tem-se x=0ou y(x+y)=0ousejax=00ouy=00ux=—}.
e Se x =0 entdo a primeira coluna sé tem zeros e portanto a caracteristica é
2 seja qual for o valor de y. De modo equivalente

0 1 y 01 vy
0o -2 2'—-%97 —;;IE;;+ 00 2 )
0 O -y 0 0 —y

e Se y =0 entdo a ultima linha sé tem zeros e portanto a caracteristica é 2.
Obtem-se a matriz

x 1 0
0o -2 2].
0O 0 O

eSe x+y=0, ousejay=—x, entdo a Ultima linha s6 tem zeros e portanto a
caracteristica é 2. De modo equivalente

x 1 —X x 1 —x

0 -2 2+42x] ——— |2x 0 2
lr+20,

0O O 0 0O 0 O

Em resumose x # 0 e y(x+y) # 0 entdo a caracteristica é 3, ese x =0 ou y(x+
¥) =0 entao a caracteristica é 2.

A matriz Ay € invertivel se e s6 se a caracteristica € 3, ou seja se x #
Oeyx+y #0.

1Repare-se que a negacdo de (x#0 e y(x+y) #0) é (x=0 ou y(x+y) =0).
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Se x = y =1 entdo a matriz é invertivel e

1 11 -1 1/2 1/2
Ap=|2 2 0l = A;=|1 0 -1/2
2 0 2 1 —-1/2 0
Grupo IV
Para mostrar que
+b +b b b
det an 1 412 2 — det an  adp + det 1 2 ’
az azo ay dpp ay a2

podemos ver diretamente que se tem
axz(ar1 + b1) — az1(arz + be) = anazy — arpap1 + brazy — baap,

o que confirma a igualdade. E claro que também podiamos aplicar o Teorema
de Laplace a primeira linha da matriz.

Sejam
a1 ap o Qi by by - by
a a P a a a P a
A= 21 22 2n ) B= 21 22 2n
anl1 An2 - Qnp anl1 Aan2 - Qnn
(111+b1 dlz+b2 d1n+bn
azi azp ap
eC= "
anl an2 ann

Para o caso geral vamos usar o Teorema de Laplace aplicado a 12 linha da
matriz C.
Por definicdo tem-se

detC = (ai1 +bi)en + (a2 + b2)Cio + -+ + (@1 + by) Cip
= [a11C11 + a12C12 + -+ A1, C1p]
+[biCi1+ baCip+ -+ buCinl.

Uma vez que a Unica diferenga entre as trés matrizes A, B e C é a primeira
linha, concluimos que os complementos algébricos dessa primeira linha sdo
iguais para as trés matrizes, ou seja que

ayp; = bli = Cll',Vi =1,...,n.
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Entao

detC = [a11C11 + @12C12 + - - + A1, Crp] + [D1C11 + b2)Cip + - -+ + by Crpl
=[anai + aipaiz + -+ arpaipl + | b1biy + babip + -+ bybyy

=det A+ detB.

Grupo V

Se Aéinvertivel e A3+ A=0entdo A~ 1(A%+A4) = A"10=0, ou seja A%+ 13 =0.

Tem-se entdo

AP+ =0 = A?=—I; — det(4%) =det(—;) —> (detA)?=—-1 —> detA=+/—1=+i.

Também podiamos usar primeiro determinantes e depois o facto de A ser
invertivel. Com as devidas justificacdes tem-se

AB+A=0= A3=—A — detA®=det(—A) = (detA)®=(—1)3det A,

e portanto (det A)3 +detA =0 o que implica que detA x ((detA)?>+1) =0, e
como det A # 0, para o produto ser igual a zero tera de ser (det A)> +1 =0.

FIM
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