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Atividade Formativa 1

Proposta de Resolucao

1. Comece-se por observar que, sendo a sucessao (+) decrescente,

n

1 1
sup{—:nEN}:maX{—:neN}zl
n n

(o primeiro termo da sucessdo). A sucessdo ¢ ainda limitada e, por
conseguinte, convergente para

1
inf{—:nEN},
n

cf. Teorema 2, pag. 652. Como limn% = 0, conclui-se que

inf{l:nEN}:O.
n

Nao existe minimo, pois % # (0 para todo o n € N.

2. Case Base: n = 4. Tem-se (4!)? = 24? ¢ 422! = 16, em que 24% > 162,
0 que prova o caso base.

Hipdtese de indugao: Fixado um n € N, n > 4, qualquer, supo-
nhamos que para esse n tem-se

(n!)? > n?2"
Tese de inducgao:
(n+1)H* > (n+1)2 2"

(Aqui, o n é 0 mesmo que surge na hipdtese de indugao.)

Passo de indugao: Por forma a provar a tese de inducao, note-se que
((n+ 1)NH? = (n+ 1)*(n!)?, resultando da hipdtese de indugao que

(n+ 1N = (n+1)*(n))? > (n+1)*n? 2"
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Como n > 4, tem-se n? > 2 e, portanto,
(n+1)’n%2" > (n+1)22" = (n + 1)22"*%,

Deste modo podemos entao concluir que ((n + 1)!)* > (n + 1)22"t1,
com o que fica provada a tese de indugao.

Conclusao: Pelo método de indugao matematica, podemos assim con-
cluir que
(n)? >n?2" Vn >4

3.1. Utilizemos novamente o método de inducao matemaética.

Case Base: n = 1. Tem-se a; = %1 € 10, 1[, com o que fica provado o
caso base.

Hipétese de inducgao: Escolhido um n € N, qualquer, suponhamos
que para esse n tem-se
a, €10,1].

Tese de inducgao:
Qp41 € ]07 1[ .

(Aqui, 0 n é 0 mesmo que surge na hipdtese de indugao.)

Passo de indugao: Decorre da hipétese de indugao (a, > 0) que
afL>Oea7”>O,peloque

ou seja e novamente pela hipétese de inducao, an4y = (a2 +1)% >
% > (. Ainda pela hipétese de indugao (0 < a, < 1), tem-se a2 < 1 e

%+ > 0, donde

IS

Qn

(ai+1)%<(1+1)2 —a, < 1,

onde na tltima igualdade se utilizou novamente a hipdétese de indugao.
Como resultado, an41 = (a2 +1)% <1.

Conclusao: Pelo método de indugao matematica, podemos entao con-
cluir que
a, €10,1[, VneN.

3.2. Uma vez que para todo o n € N tem-se 0 < a,, < 1, conclui-se que
Qn Qn
any1 = (a2 + 1)? < 27 =a, VneN,

ou seja, a sucessao (a,) é estritamente decrescente.

2
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3.3. Decorrente da monotonia de (a,,) (cf. alinea anterior) e do facto de (a,,)
ser limitada (cf. alinea 3.1) resulta que (a,) é convergente (cf. Teorema
2, pag. 652).

Observe-se que do Teorema 2, pag. 652, e do Teorema 5, pag. 103,
resulta que

. . 1

a :=lima, = inf{ay,as,as,---} € [0,a1], a1 = T

Por outro lado e pelo Teorema 2 (pag. 648), a também é o limite da
subsucessao (an41)nen. Logo,

a =lima,;; = lim [(ai + 1)%] = <1im a? + 1> lim a?n = (a® + 1)%7

o que implica que

Q

a

5 = (a*>-1)= =0 <= (a* - 1a=0.

a=(a*+1)

\)

Esta ultima equacao tem trés solugoes: 0, —1 e 1. Contudo, como
a€l0,a1], a; = i, conclui-se que a = 0. Ou seja,

lima, = 0.

3.4. Para responder a esta questao convém ter presente o Teorema 3, pag.
649. Por este, supondo que (a,) é uma subsucessdo de uma sucessao
limitada (b, ), ndo se concluir que (b,,) seja convergente. Para o verificar
basta apresentar um contra-exemplo. Seja (b,) a sucessao cuja subsu-
cessao dos termos de ordem par é igual a (a,) (isto é, a,, = be,,) € cuja
subsucessao (¢,) dos termos de ordem impar é constantemente igual a
1 (isto é, 1 = by,41). Tem-se aqui um caso de uma sucessao limitada
em que as subsucessoes (a,) e (¢,) convergem para limites diferentes
(0 e 1, respetivamente) e, por conseguinte, pelo Teorema 3, pag. 649, a
sucessao (b,) nao converge.

4.1. Provemos o pedido por recurso ao método de indugao matematica.

Case Base: n = 1. Tem-se
Uy = 2

que, sendo maior ou igual a 2, prova o caso base: 43 =u; =2 > 2.
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Hipdtese de indugao: Escolhido e fixado um n € N, qualquer, supo-
nhamos que para esse n tem-se

Tese de inducgao:
Unp41 >9

(n+1)! —
(Aqui, o n é 0 mesmo que surge na hipdtese de indugao.)
Passo de indugao: Por forma a provar a tese de inducao, comece-se
por notar que ela é equivalente a
2
7+ Lun > 2.
(n+1)! —
Tem-se entao
(n*+Lu, n*+1 u, >2n2+1
(n+1)!  n+l n! =" nl’

onde na igualdade (anterior) se utilizou o facto de (n+1)! = (n + 1)n!
e na desigualdade (anterior) se utilizou a hipétese de indugao. Como

n>1 = n’>n = n*+1>n+1 =

2
Al
n

conclui-se que

Upt1 _(n2+1)un> n2—i—1>
(n+1)! (n+1)! T "n+1

9

o que prova a tese de inducao.

Conclusao: Pelo método de indugao matematica, podemos assim con-
cluir que, para qualquer n € N, %2 > 2.

4.2. Da alinea anterior resulta, em particular, que todos os termos da su-
cessao sao positivos: u, > 2n! > 2 > 0. Assim, para qualquer n € N
tem-se

U1 = (0% 4+ Dy > Uy,

>1

o que prova que (u,) ¢ uma sucessao crescente.
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4.3. Observe-se que

U = 2

uy = (1> + )y = 4
uz = (22 + 1)uy = 20
uy = (3% + 1)us = 200

Como 20 = uz < 150 < uy = 200 e a sucessao (u,) é crescente (o que
significa que todos os restantes termos da sucessao sao superiores a uy),
conclui-se que nao existe nenhum indice n para o qual u,, = 150.

4.4. Da alinea 4.1 resulta que a sucessao (u,) nao é limitada (u, > 2n!),
pelo que nao existe limite da sucessao.

5.1. Para a primeira desigualdade tem-se
n<n+l = n*<m+1DY* = 0< (n+1)"*—nt/4
e, para a segunda,

n<n4+1l = n¥* < (n+4+1)>*
— i+ D) <+ 1)+ )P =n+1
— M+ DY —n<1
— p %4 [n3/4(n+ 1)/4 —n] <1x n =34
— (n4+ 1)Vt —ntt <p734

5.2. Como
0< (n+ D=t <n™34 vneN,

tem-se
im0 < lim ((n+ 1)"* — n!/*) <limn =",

n
——~ N—_——
=0 =0

decorrendo do Principio dos Limites Enquadrados (Teorema 2, pag. 100),

lim(vn + 1 — /n) = lim ((n + 1)Y/* — n/*) = 0.

6.1. Comece-se por observar que

oo

n—1
> imeis M
= vn’+2n°+2
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¢ uma série de termos nao negativos. Consideremos a série de Dirichlet

de termo geral b, = nll/Q (pag. 595). Designando por a, o termo geral

da série , tem-se

)

lim%:hm n-l n'/? =1
noby /P 4202 +2

o que pela alinea 1 do Critério de Comparagao (Teorema 6, pag. 595)

permite concluir que as séries de termo geral a,, e b, sao da mesma na-

tureza. Como a série de Dirichlet de termo geral b, = # ¢ divergente

(cf. pag. 595), a série dada também ¢ divergente.

> (525m) ®

n=1

6.2. A Série

é uma série de termos positivos. A forma do seu termo geral sugere
a utilizacao do Critério da Raiz (Teorema 8, pag. 607). Para o efeito,

observe-se que

2
— >0, VneN,

3n—2yn — 7

pelo que, designando por a,, o termo geral da série , tem-se

2n " 2n 2
lim /Ja,| = lim {/ ( —% ) =lim-——" =%
m {/lan| = lim \/(?m—z\/ﬁ) W 3n—2vn 3

Uma vez que % < 1, a aplicacao do critério referido permite concluir

que a série é convergente.

6.3. A série
o0 2 n
3 (n_> " 3)
n=1
também é de termos positivos. A sua forma também sugere a utilizagao
do Critério da Raiz (Teorema 8, pag. 607) se se notar que

nl=nxm—-1)x(n—2)x---Xx

1 <n", VneN,
| - ZL/

pelo que
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Tal como na alinea anterior, resulta entao da aplicacao do Critério
da Raiz a convergéncia da série de termo geral (%)n, 0 que por e
pela alinea 1 do Critério Geral de Comparagao (Teorema 5, pag. 592)
permite concluir a convergéncia da série .

Alternativamente, designando por a,, o termo geral da série (3)), tem-se

C ppr L. 2"Mn(p 4+ 1)) . oon+1 n \"
lim =1

=21
nooap w 27(n + 1)2(+1p] . (n+1)2 w\nr

. 1 ' n 2n
=2 lim lim
n n+l n n+1

com )
. n o\ 1 1
lim = 5 = —.
n \n+1 1\" e?
lim |1+ —
n n
Ou seja,
n 1
lim 2 — 2% 0x = =0<1,
noap e

o que pelo Critério de D’Alembert (Teorema 7, pdg. 605) confirma a
convergencia da série .

6.4. Neste caso tem-se uma série de alternada, uma vez que, designando por
a, o termo geral da série, tem-se

ont1 11 1 1

nln =\~ —:__—<07
et = ) e T VR va Tl

Como Y, |ay| coincide com a série de Dirichlet de termo geral 7, a
série > | |a,| é divergente (cf. pdg. 595). Contudo, a série >~ a, ¢
convergente, o que decorre da aplica¢ao do Critério de Leibniz (Teorema
2, pag. 599), pois

Vn e N.

1

=0
In

lim |a,| = lim
n n

e a sucessao (|a,|) é decrescente:

1 1
n<n+l = Jn<vn+l = < -
37L—|—1 3n
\ | lan]
An+1 =|an

Consequentemente, a série » >~ a, é simplesmente convergente (De-
finigao 5, pag. 603).
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7.1. Independentemente do valor de o tem-se

TL2

(n+ 1)L

n2

= (1o Vn e N.

(="

Por comparacao com a série de Dirichlet

tem-se

com

Assim, pela alinea 1 do Critério de Comparacao (Teorema 6, pag. 595),

. . . ;. 2 ~
isto significa que as séries ey ngiyaFT Sa0 da mesma natureza,

n
- . ntl)ett .
tendo-se entao a convergéncia absoluta da série dada se, e s se, a série
de Dirichlet convergir. Tal acontece se, e somente se, « — 1 > 1

(cf. pag. 595).

7.2. Note-se que

" (—1)" o
(n+ 1o+l = (n+ 1)o+L = (n+ 1)o+0

VnéeN,

pelo que decorre do Principio dos Limites Enquadrados, ou do Teorema
3 do Apéndice A.1, que o termo geral da série converge para 0 e, e s6

se,
2
n
lim—=0
lil’l (n + 1)a+1
Tal acontece, se, e somente se, « > 1. Com efeito, tem-se
n? n n B n? I n
= . im———— =lim ——
(n+ 1ot (n+1)* n+1 no(n4 1)t nt (n4 1)
em que
. +1 1 ; 1 _
e a>1:0< (n+n1)a < (nn+1)a = T em que lim,, T = 0

por o — 1 > 0. Logo, pelo Principio dos Limites Enquadrados,

n
lim — = 0.
w (e

8



Atividade Formativa 1 (21030)

00<oz<1:(nL> e lim, -5 =1, pelo que

DT = ntl
n
lim ——— £ 0;
n (n+4 1) 7
e a<O: (nJ:LI)O‘ =n(n+1)"* com —a > 0, pelo que
lim —— limn(n + 1)~ = +
im ——— = limn(n = +00;
n (77, + 1)0‘ n

Como consequéncia, pelo Teorema 4, alinea 2, pag. 579 tem-se que a
série diverge para a < 1.

8.1. A afirmacao é verdadeira. Para o verificar, comece-se por observar que

a
" <a?, VnéeEN, 6

T+b, = (6)

pois, por hipétese, b, > 0, o que implica 0 < ﬁ < 1. Vejamos

que a série Y >° a2 é convergente, 0 que por @ e pela alinea 1 do

Critério Geral de Comparacao (Teorema 5, pag. 592) permitira concluir
a convergéncia da série Y >~ i +b . Para o efeito, note-se que lim,, a,, =
0 (cf. Teorema 4, alinea 1, pag. 579). Assim, dado € = 1, decorre da
definigao de limite de uma sucessao (Definigao 1, pag. 99) que existe
um N € N tal que

a, <1, VneN,n> N.

Logo,
a2 <a,, VYne€Nn>N,

N . s . o0 , I
o que pela convergéncia da série ) >~ a, e pela alinea 1 do Critério
Geral de Comparagéo (Teorema 5, pag. 592) permite concluir que a
série > 7 a2 converge.

8.2. Esta afirmacao é falsa. Para o provar basta apresentar um contra-
exemplo. Considere-se b, ,n € N, e a série harmonica (divergente)
> by (Exemplo 12, pég. 580) Dada uma série convergente de ter-
mos nao negativos y -, a,, tem-se lim, a, = 0 (Teorema 4, alinea 1,
pag. 579) e

n

1
lim (an + b_) = lim (a,, + n) = +o0,

9
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o que pela alinea 2 do Teorema 4, pag. 579 prova a divergéncia da série

P <an + i)

10



