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4.1. Com vista a um absurdo, suponhamos que a?> = 7b? para a,b € N,
a,b>2.

Considerando a factorizagdo em nameros primos de a € b, suponhamos
que na factorizacado de a surge o factor 7, para um certo m € N, e
na factorizagdo de b surge o factor 7, para um certo n € N. Logo,
na factorizagcdo em nimeros primos de a® e 7b*> surgem os factores,

respectivamente,

2m 2n+1
7 7 .

Y

Como, por hipétese, a? = 71?, resulta entdo da unicidade da factoriza-
¢cao em numeros primos que

2m = 2n + 1,

0 que € um absurdo, pois 2m é um numero par e 2n + 1 € um numero
impar. Tendo o absurdo derivado da hip6tese de existirem numeros
naturais a,b > 2 tais que a?> = 7b?, conclui-se assim que nio existe
nenhum par de nimeros naturais a e b, a, b > 2, tais que a? = Tb%.

4.2. Se /7 fosse um nimero racional, entdo /7 poder-se-ia escrever na
forma de uma fraccdo: 7 = 7 para a,b € N, a > b > 1. Logo,

, 2 , ;o ,
ter-se-ia 7 = {z que, como provado na alinea 4.1, & impossivel.

Logo, +/7 ndo é um ndmero racional, o que é equivalente a /7 ser um
namero irracional.
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5.1.1. Case Base: n = 0. Tem-se
20+2 + 30+2 — 13

que, sendo divisivel por 13, prova o caso base.

Hipotese de inducao: Fixado um n € N, qualquer, suponhamos que
para esse n tem-se
24n+2 4 3n+2 — 13kn

para um certo k,, € Z.

Tese de inducgédo: 24"*6 4 37*+3 — 13k,,, para um certo k,.; € Z.
(Aqui, o n € o mesmo que surge na hipétese de indugao.)

Tem-se
24n+6 + 3n+3 — 2424n+2 + 33n+2 — 24(24n+2 + 3n+2) . (24 o 3)3n+27
=13

em que, pela hipétese de indugéo, 2*"*2? 4 372 = 13k,. Por conse-
guinte,
24n+6 + 3n+3 _ 13(24kn o 3n+2)'
—_——

=:kn+1€Z

Pelo método de indugdo matematica, podemos assim concluir que, para
qualquer n € N, 247+2 4 3742 ¢ divisivel por 13.

5.1.2. De acordo com o Exercicio 3 da Actividade Formativa 2 (ver resolucao),
13[(16" —3"), mneN.

Por linearidade (Lema 1.1 Propriedade (i) do texto sobre Divisibilidade),
tem-se entao

13|(16™ — 3"
— 13] (4(16" — 3") + 13- 3"),
13 ’ 13 :42n-?1r+3n+2

0 que, equivalentemente, traduz-se por 2*"*2 + 3"*+2 ser divisivel por 13.
5.2. De acordo com o Lema 1.11 alinea 2 do texto sobre Divisibilidade,
mdc<24n+2+3n+2, 3n+2) — de((24n+2+3n+2)_3n+2, 3n+2) — de(24n+2, 3n+2)'

Uma vez que 2 e 3 sdo niimeros primos, 22 e 372 s3o duas factoriza-
¢bes em numeros primos. Logo, tal como no Exercicio 7 da Actividade
Formativa 2 resulta que mdc(24"2, 3"2) = 1.
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6. Fixemos dois numeros x,y € Z tais que ax + by = 1. Como a,b € N,
note-se que:

e 1 e y ndo podem ser ambos nulos;
e 1 e y ndo podem ser ambos negativos;

e 1 e y sO podem ser ambos positivos se, ou a, ou b, for nulo (se
a=0,entdob=y=1;seb=0,entdoa =z =1).

Suponhamos entdo que = < 0 e y > 0. Neste caso tem-se
1 =azx+by = (—a)|x| + by,
com (—a),b € Z. Logo e pelo Corolario 1.8 do texto sobre Divisibilidade,
mdc(|z|,y) [1 = mdc(|z|,y) =1,

pois, por definicdo, o0 maximo divisor comum de dois numeros é sempre
um valor positivo. Consequentemente, mdc(z, y) = mde(|z|,y) = 1.

De modo andlogo prova-se que se = > 0 e y < 0, entdo mdc(z,y) = 1.
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