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Enunciado

1. Considere o seguinte critério de convergéncia conhecido por “Critério d’Alembert”:

“Seja ) | a; uma série de termos positivos tal que limy_, o |“’€:1 | € R.
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e selim,, o || < 1, asérie Y a; € absolutamente convergente;
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e selimy |a/;z1 | > 1oulimy o |

1T, a série > a; € divergente;
o se limy ., || =17, o teste é inconclusivo."
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Considere as seguintes proposicoes:

p: > ar € uma série de termos positivos.”

q “]_lmk_>+oo |aZ:1 | 6 Ru

1 ak+1 ”
1 “limys oo | o | <1

s limy 400 |a’;:1| > 17

GH Ak+1| __
i “hmk~>+oo |W| = 1+”

ak+1| — 1_11

. K62
m: “limy o | o

N k41| __
I: “hmk_>+oo| ax | = 400"

u: “A série Y a;, é absolutamente convergente.”
v: “A série > ay é divergente.”
w: “O teste € inconclusivo.”

(a) Escreva o Critério d’Alembert na linguagem do calculo proposicio-
nal.
Resolucao: O Critério d’Alembert pod ser escrito através da se-
guinte fof (p Aq) — ((r = w) A((sVIVE) = v) A (m — w)).
Outra possibilidade seria apresentar a formula sem parénteses su-
pérfluos: pAg— (r > u) A(sVIVE—v)A(m— w).

Pagina1de5



(b) Seja « afbfu — (¢Ar). Indique, justificando, se a € consequéncia
l6gica da férmula que obteve na alinea (a).

Resolucao: A fbf o ndo é consequéncia logica da fbf obtida na
alinea a). Basta, por exemplo, pensarmos na atribuicao de valores
l6gicos em que todos os simbolos p, q, s, t, m, [, u, v, w sdo verda-
deiros e apenas o simbolo r é falso. Nessa situacao a formula da
alinea a) é verdadeira (implicacdo de antecedente e consequentes
verdadeiros) mas a férmula « € falsa (implicagdo de antecedente
verdadeiro e consequente falso).

(c¢) Traduza para linguagem natural (portugués corrente) a fof o da
alinea anterior.

Resolugao: Se a série ) a;, € absolutamente convergente entdo
limy,_, o | 22| pertence a R e é estritamente menor que 1.

ag

(d) E legitimo concluir que, dado que temos o Critério d’Alembert, a
proposicao que obteve na alinea (c) é verdadeira? Justifique a sua
resposta.

Resolucao: Ndo. Como vimos na alinea (b), a proposicao da ali-
nea (c) nao é consequéncia légica do Critério d’Alembert.

2. Considere o seguinte conjunto de fbf

{p—=—¢g, rANqg,q— (pVr)}

(a) Indique, justificando, se o0 conjunto acima, de fbf, é satisfazivel.

Resolucao: O conjunto de fbf é satisfazivel pois existe uma atri-
buicao de valores de verdade aos simbolos proposicionais (p falso,
q verdadeiro e r verdadeiro) que torna todas as fbf do conjunto
verdadeiras em simultaneo.

(b) Substituindo no conjunto dado a primeira fbf pela sua contra-reciproca,
o conjunto seria satisfazivel? Justique a sua resposta.

Resolucao: O enunciado pede para substituirmos, no conjunto
inicialmente dado, a fbf p — —¢ pela sua contra-reciproca, ou seja
por -—q — —p, que como sabemos é logicamente equivalente a
qg — —p. Dado que uma fbf e a sua contra-reciproca sao logi-
camente equivalentes e portanto tém os mesmos valores de ver-
dade para as mesmas atribuicées de valores légicos aos simbo-
los proposicionais, imediatamente pela alinea (a) concluimos que
(mesmo com a alteragéo) o conjunto de formulas é satisfazivel. A
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atribuicao 0,1,1, a p,q,r respetivamente torna todas as fbf do con-
junto verdadeiras em simultaneo.

3. Sejamaafbf p—qV(-qgA(qg—r)),BaftbfpA—-rA(p—r)eafbf
(p—4q) = p

(a) Como classifica as fbf «, 8 € v em termos de tautologia, contingén-
cia ou contradicao? Justifiqgue a sua resposta.

Resolucao: Em primeiro lugar, tenhamos em conta que a fbf o €
-p — (q¢V (—¢g A (¢ — r))) dado que a disjungdo tem precedéncia
sobre a implicagé@o e a fbf 3 é (p A =r) A (p — r) dado que se faz
associacao a esquerda. Para resolvermos este exercicio, poderia-
mos calcular as tabelas de verdade das trés fbf e verificar que, no
primeiro caso, a ultima coluna é s6 constituida por 1’s pelo que «
€ uma tautologia, no segundo caso a ultima coluna da tabela de
verdade é s constituida por zeros pelo que S é uma contradigéao e
no terceiro caso a ultima coluna contém 0’s e 1’s pelo que v é uma
contingéncia.
Outra forma de resolver a questdo era de cada uma das férmulas
dadas chegar, por equivaléncias logicas, a outras fbf cuja classifi-
cacgao seja conhecida.
Sigamos este ultimo caminho:
w=qV(ogA(g—=r) & p—=qV(ngA(mgVT))
< p—rqV—q
& p—(qVg)
que é uma tautologia por se tratar de uma implicacao de conse-
quente sempre verdadeiro. Logo « € uma tautologia.
pA-TrANp—=7r) & pA-rA(-pVr)
& pA((sr A=)V (orAT)
& pA(orAp)
& (pA-p) AT
que é uma contradicdo pois trata-se de uma conjuncao com algo
gue sabemos ser sempre falso. Concluimos assim que  é uma
contradigéo.
(p—=q)=>p & (pVg) —p
& (PA-q)Vp
Facilmente nos apercebemos que a fbf a que chegadmos é uma
contingéncia pois com p verdadeiro fica verdadeira, mas com p
falso fica falsa. Assim, v € uma contingéncia.
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(b) E possivel encontrar fbf §, € e 6 tais que substituindo em «, os
simbolos proposicionais p, ¢ e r respetivamente por J, ¢ e 6 se
obtenha uma contradicdo? Se sim apresente-as, se nao justifique.

Resolucao: Nao é possivel. Sabemos por dictum de omni que,
substituindo numa tautologia os simbolos proposicionais por quais-
quer fbf obtemos sempre tautologias.

(c) E possivel encontrar fbf @ e 7 tais que substituindo em ~ os simbo-
los proposicionais p e q respetivamente por 6 e T se obtenha uma
tautologia? Se sim apresente-as, se nao justifique.

Resolucgao: Sim, é possivel. Basta tomar § como sendo uma for-
mula sempre verdadeira, isto €, uma tautologia e ¢ uma qualquer
formula. Por exemplo 6§ como sendo » — r € 7 como sendo s.

4. (a) Complete a seguinte demonstragdo formal no sistema de deducgéo
natural (notagcdo de Lemmon), incluindo todas as fbf e justificacoes

necessarias.
-1 —a—p hip.
- 2 y—=(0Ve hip.
-3 d—- hip.
- 4 a— e hip.
{5} 5 ~ hip. [—1]
{5} 6 ~v—=(0Ve 2,/
{b} 7 Ve 5,6 [~E]
{5,8} 8 4 hip. [VE]
{5,8 9 §— v 3,V
{5,8} 10 —v 8, 9 [—E]
{5,8} 11 v 5
{5,8} 12 L 10, 11 [-E]
{5,8} 13 p 12 [efq]
{5,14} 14 ¢ hip. [VE]
{5,14,15} 15 « hip. [-1]
{5,14,15} 16 o — —¢ 4,/
{5,14,15} 17 —e 15, 16 [E]
{5,14,15} 18 ¢ 14, \/
{5,14,15} 19 L 17, 18 [-E]
{5,14} 20 -« 15-19, [ 1]
{5,14} 21 —-a—gf 1,/
{5,14} 22 B 20, 21 [—E]
{5} 23 3 7,8-13, 14-22 [V E]
- 24 v—>p 5-23 [— 1]
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(b) Usando o simbolo I, indique o que prova a deducao da alinea (a).
Resolugao: ~a — 3,7 — (6 Ve),0 = y,aa = —eb vy —

FIM
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