Proposta de resolucao do E-félio B

Questao 1
Considere a aplicacao f : R?* — R? definida por:

f(x,y,z):(:c—y, Yy—=z Z—ZE).

1.1 Determine o niicleo de f.

Provar a linearidade da aplicagao f

Para se poder falar do nucleo de f, primeiro é necessario mostrar que a
referida aplicagao ¢ linear, isto é, que:

flutv)=flu)+ flv) e flau)=af(u), VYu,veR® VYaecR.

Sejam u = (z,y,2) e v = (2/,y,2') dois vetores arbitrarios de R?, tem-se:
utv=(x+a,y+y, z+2). Aplicando f, obtém-se:

flutv)=fla+a y+y, 2+27)
=((@+2) = (+y), (y+y) = (z+2), (z+7) = (v +2))
=@x—y+a -y, y—z+y -2, z—ax+2 -2
=(x—yy—z,z—x)+ @& =y, y -2, 2 —2)
fly,2) + f(2' 9, 2)
f(u) + f(v).



Considerando agora u = (x,y,2) € R® e a € R, tem-se:
au = (ax, ay, az).
Aplicando f, obtém-se:

flau) = flax, ay, az) = (ax — ay, oy — az, az — ax)

=alr—y,y—2z 2z—1x)=af(u).

Como ambas as condigoes sao satisfeitas, conclui-se que a aplicacao f é
linear.

Determinar o nicleo de f
O nicleo de f ¢é definido por:
Nuc f = {u € R®: f(u) = Os }.
Assim, para determinar o nicleo de f, é necessario resolver a equacao:
f(u) = Ops.

Considerando u = (z,y, z), tem-se:

fu) =0ps <= f(z,9y,2) =(0,0,0) <= (r—y,y—2,2z—2x)=(0,0,0).
Esta condigao conduz ao seguinte sistema de equagoes lineares homogéneo:

r—y=0 =1y
y—2z2=0 — Y=z

z—x=0 =2z

A solucao geral deste sistema é x = y = z. Assim, para qualquer t € R,
os vetores do ntucleo sao da forma:

u=(t,t,t) =t(1,1,1).
Conclui-se, portanto, que

Nucf={t(1,1,1):t e R} = ((1,1,1)).



1.2 Averigue se f é injetiva e/ou sobrejetiva.

Injetividade
Uma aplicagao linear f é injetiva se, e s6 se, o seu nucleo é constituido
apenas pelo vetor nulo, isto é, se, e s0 se,

Nuc(f) = {(0,0,0)}.

Como determinamos na alinea anterior que Nuc(f) = ((1,1,1)) # {(0,0,0)},
conclui-se que f nao é injetiva.

Sobrejetividade
Uma aplicacao linear f: R?® — R3 é sobrejetiva se, e s6 se, a sua imagem

coincide com o conjunto (espaco) de chegada, isto ¢, se, e s6 se, Im(f) = R3.
Pelo Teorema da Dimensao, tem-se:

dim(R?) = dim(Nuc(f)) + dim(Im(f)).
De acordo com o resultado obtido na alinea anterior, sabemos que
dim(Nuc(f)) =1 (e que dim(R?) = 3)
assim, substituindo estes valores na expressao anterior, obtém-se:
3=1+dim(Im(f)) <= dim(Im(f)) = 2.

Como dim(Im(f)) = 2 # 3, a imagem de f ¢ um subespaco proprio de R3,
isto ¢, Im(f) € R3. Logo, conclui-se que f nao é sobrejetiva.



Questao 2

Seja f uma aplicagao linear, tal que f(1,2,3) = (1,2,3,4), f(2,2,5) =
(2,3,4,5) e £(3,5,8) = (3,4,5,6).

2.1 Determine a matriz de f em relagao as bases canodni-
cas de R? e R*.

Pretende-se determinar a matriz que representa a aplicacao linear f em re-
lagao as bases candnicas de R? e R*, isto é, M (f; B.(R?), B.(R*)) onde

B.(R?) = (e, e9,e3) = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) e
BC(R4) = (6/17 6/27 6;)7 ei}) - ((17 07 07 0)7 <O7 17 07 0)7 (07 OJ 17 0)7 (07 07 O? 1))

representam as bases canonicas de R? e R*, respectivamente.

Provar que os vetores v; = (1,2,3),v2 = (2,2,5),v3 = (3,5,8) formam
uma base de R?

Para que a sequéncia (v, vy, v3) seja uma base de R?, os vetores devem ser
linearmente independentes. Verificamos esta condi¢ao calculando o determi-
nante da matriz formada por estes vetores (dispostos em colunas):

1 2 3
det(Mp) =det |2 2 5
3 5 8

Calculando o determinante (utilizando, por exemplo, a regra de Sarrus
ou a expansao de Laplace na primeira linha), vem:

det(Mp)=1(2-8=5-5)—2(2-8—=5-3)+3(2-5—-2-3)
= 1(16 — 25) — 2(16 — 15) + 3(10 — 6)
=1(-9)—-21)+34)=-9-2+12=1
Como det(Mp) = 1 # 0, os vetores sao linearmente independentes e,

sendo trés vetores em R?, formam uma base B de R3.

Nota: Para demonstrar que os referidos vetores vy, v9,v3 sao linearmente
independentes, poderiamos ter resolvido a seguinte equacao vetorial:

avy + Bug +yv3 = (0,0,0)



De facto, substituindo pelos vetores dados, obtemos:
a(1,2,3) + B(2,2,5) +7(3,5,8) = (0,0,0)

0 que origina o seguinte sistema linear homogéneo, que pode ser resolvido
utilizando o método de eliminac¢ao de Gauss (na forma matricial):

1 2 3|0 Lo+ Lo—2L1 1 2 310
9 2 5|0 | B3 g o 10
35 8|0 0 -1 —110

Para facilitar, trocamos a linha 2 com a linha 3 (Ls <> L3) e multiplicamos
por —1:

Lo+>L3 1 2 3 O 1 2 3 0
Lo<+——Lo 0 1 110 L3+ L3+2L2 01 110
0 -2 —110 00 1|0
O sistema encontra-se em forma de escada. Resolvendo-o:
a+28+3y=0 a+20)+0=0 a=0
B+y=0 S<{B+0=0 S 48=0
v=0 7=0 7=0

Como a tnica solugao ¢ a trivial (o = § = v = 0), os vetores sao linear-
mente independentes.

Definicao das Matrizes Componentes

Para determinar a matriz pretendida, utilizamos o produto:

M(f; B(R?), B.(RY)) =
= M@dR‘*; BC(R4)7 BC(R4)) ) M(fa B, BC(R4)) ’ M(ZdR5a BC<R3)7 B)

Calculo da matriz M (f; B, B.(R?"))

Como

f(v) = £(1,2,3) = (1,2,3,4) = 1e| + 2€, + 3¢} + 4¢,
fv2) = £(2,2,5) = (2,3,4,5) = 2¢} + 3¢, + 4efy + 5¢
f(v3) = £(3,5,8) = (3,4,5,6) = 3¢} + 4€}, + ey + b¢;



entao

1 2 3
2 3 4
M(fi B BRY) = |5 )
4 5 6

Calculo da matriz M (idge; B.(R*), B.(R*))

Como
idga(e]) = €] = lej + 0el, + 0ef + O¢€)y
idgs(€l) = ey = 0} + ley + Oy + 0y
idga(€y) = ey = 0} + Oey + 1ef + 0y
idgs(€)) = ey = 0e} + 0ey + Oefy + L)y
entao

S OO -
o O = O
o= O O
_— o O O

Calculo da matriz M (idgs; B.(R?), B)
Temos:
idRS (61) = €1 = (V] + QiU + (i3V3
idgs(ez) = ez = Biv1 + Pava + B3v3
idgs(€3) = e3 = 7101 + Yav2 + Y303
Resolvendo cada uma das equagoes matriciais, temos para a primeira
equagao:
a1V + (%Y%) + Q3V3 = (1, 0, O)

Esta equacao é equivalente ao sistema linear matricial que resolvemos utili-
zando o método de condensagao de Gauss:

1 2 3|1 | LoeLo—2L; 1 2 3 1
2 2 5|0 | By 2 1|2
35 8|0 0 -1 —-1|-3
Para facilitar, trocamos a linha 2 com a linha 3 e multiplicamos por —1:
Lo<>L3 12 3] 1 1 2 3|1
Lectla g 1 1| 3| BElea g 1 13
0 —2 —1]-2 0 0 1|4



O sistema encontra-se em forma de escada. Resolvendo o sistema:

o1 4 200 + 305 = 1 (a0 + 200 +3(4) = 1
s +a3 =3 Scag+4=3
asg =4 (a3 =4
(0 +2(-1)+12=1 ay = —9
Say=-1 S Cay=—1
(a3 =4 g =

Logo, a primeira coluna da matriz é (=9, —1,4)T.
Resolvendo a segunda equacao:

Brv1 + Bave + Bsvs = (0,1,0)

obtém-se a matriz ampliada e o processo de condensacao de Gauss dados
por:

1 2 310
0 -2 —-111
0 -1 —-110
Lo<sLg 1 2 310 1 2 3|0
Lecmla g 1 qo | B2l g 1 10
0 -2 —-111 0 0 1|1
Resolvendo o sistema:
B4 26, + 385 =0 (81 + 26, +3(1) =0
Ba+ 3 =0 S P+1=0
B3 =1 (B3 =1
(61 4+2(=1)+3=0 B =—1
&b =-1 & P=-1
(B3 =1 B3 =

Logo, a segunda coluna da matriz é (—1,—1,1)T.
Resolvendo a terceira equacao:

Y1 + Y22 + y3v3 = (0,0, 1)



obtém-se a matriz ampliada e o processo de condensacao de Gauss dados
por:

1 2 307 toetoor, [1 2 3]0
2 2 5|0 | BB g 2 10
35 8|1 0 -1 —1]1
LeoLs [ 1 31 0 123 0
e R R = Y A B R |
0 -2 —1| 0 00 1|-2
Resolvendo o sistema:
N +272 437 =0 (14272 +3(=2) =0
Y2 tys=—1 Sq9r-—2=-1
V3= —2 (V3= —2
(1 +2(1)=6=0 m=4
<:><")/2:1 = ’}/2:1

Logo, a terceira coluna da matriz é (4,1, —2)7.

Assim, construindo a matriz com as colunas calculadas:

-9 —-1 4
M (idgs; B.(R*),B) = |-1 -1 1
4 1 =2

Calculo do Produto Matricial

Comegamos por escrever a expressao:

M(f; B.(R?), B.(R")) =
= M(idR‘l; BC(R4)7 BC(R4)) ) M(fa B, BC(R4)) ’ M(ing’; BC(R3>’ B)

Substituindo pelas matrizes obtidas, obtemos:

100 0] 23] o,
0100 |23 4

M(f; B.(R*), B.,(R")) = 001 ol 1z sl -1t
000 1| |45 6 4 1 =2



Efetuando a multiplicagdo das duas primeiras matrizes (associatividade):

1000 1 2 3
(o100 (234 :i’jf
N 0010 3 45
0001 [456 b2
1 2 3
9 3 4 -9 -1 4
B ER I N .
15 6 4 1 =2
Efetuando a multiplicacao final passo a passo:
1(=9)+2(—=1)+3(4) 1(—=1)+2(—=1)+3(1) 1(4)+2(1)+3(-2)
1 2(-9)+3(—-1)+4(4) 2(—1)+3(—1)+4(1) 2(4)+3(1)+4(-2)
13(=9)+4(—=1)+5(4) 3(=1)+4(=1)+5(1) 3(4)+4(1)+5(-2)
4(=9) +5(—1)+6(4) 4(—1)+5(=1)+6(1) 4(4)+5(1) +6(—2)

—-9-2412 —-1-243 442-6
—-18—-3+16 —2-3+4 8+3-28
—27—-4+20 -3—-4+5 12+4-10
—36—-5+24 —4—-5+6 16+5—12

1 00
-5 -13
T =11 -2 6
~17 =3 9

Resultado Final

A matriz da aplicacdo f nas bases canonicas é:

1 00

-5 -1 3

M(f; Bc(R3)7B0<R4>> ~— 11 -2 6
-17 -3 9

Nota: Como

v1 = lep + 2es + 3es
Vg = 2e1 + 2e5 + bes
v = 3e1 + Hey + 8es



f(v1) = 1€} + 2€}, + ey + 4€),
f(ve) = 2€] + 3¢, + 4ey + bely
f(v3) = 3e| + 4el, + bey + 6¢e)

entao

F(v) = M(f; B.(R®), B(RY) -v", Vo =(2,y,2) € B,

Assim, determinar M(f; B.(R?), B.(R*)) é equivalente a resolver a equagao
matricial:

M<f7 BC(R3)7 BC(R4)) V= M(idR4; BC<R4)7 BC(R4)) ’ M(f> B, BC(R4))

=
M(f; Bo(R%), B.(R")) - V = M(f; B, B.(R"))

desde que B = (vy,vs,v3) seja uma base de R? e onde:

1
V=2
3

TN N
co Ot W

Portanto,

M(f; Bo(R?), B.(RY) = M(f: B, Bo(R")) - V!

OBS.: Ja vimos que |V| # 0, logo V ¢ invertivel, portanto existe V1.
A inversa de V pode ser calculada através do processo de condensagao
(eliminagao) de Gauss. De facto, [V|I3]:

1 2 3/1 00 Lo+Lo—2L1 1 2 3 1 0 0
22 5/0 1 0By 2 1121 0
35800 1 0 -1 —-1]/-3 0 1

Para obter um pivd unitario, podemos trocar Lo <> L3 e multiplicar por
—1:

o [1 2 3] 10 12310 0
Lol g 1 1| 30 —1 | feElste b g 1 1|3 0 —1
0 —2 —1|—2 1 0 00 1/4 1 —2
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Agora efetuamos a substitui¢do para cima (condensagao para a forma de
escada reduzida):

1231 0 0
Lebamla 1 g 1 0| -1 —1 1
001 4 1 -2
12 0]-11 -3 6 100[/-9 -1 4
iehisbs g ) o) -1 -1 1 | BBl 1 o1 -1 1
00 1| 4 1 -2 001 4 1 -2
Logo,
9 —1 4
Vvil=1|-1 -1 1
4 1 -2

2.2 Determine f(z,y,2z) para qualquer (z,y,z) € R5.

Uma vez determinada a matriz que representa a aplicacao linear f nas ba-
ses canonicas, podemos obter a expressao analitica de f(z,y,z) através do
produto matricial da matriz obtida na alinea anterior pelo vetor coluna das
coordenadas (z,y, z).

Temos que:

[f(ZL‘, Y, Z)]BC(JR{4) = M(f, BC(R?))’ BC(R4)) ’ [(I, Y, ZHEC(RS)

Efetuando o calculo:

1 00 . 1(x) +0(y) + 0(z)
5 -1 3 —5(z) — 1(y) + 3(2)
R e I T R | B —11(m)—2(z)+6(z)
—17 -3 9] U° —17(x) — 3(y) + 9(2)
_ —5x—xy+3z
| =11z — 2y + 62
| —172 — 3y + 92

Portanto, a expressao analitica da aplicacao linear é:

f(z,y,2) = (x, =br—y+3z, —11lx—2y+62, —172—3y+92), VY(z,y,2) € R®.

Nota: Existem outros processos de resolu¢ao mas, a proposta de resolucao
acima apresentada é a mais simples e mais rapida, caso o(a) estudante tenha
resolvido a questao 2.1.
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Questao 3

1 2 0
Considere a matriz A= |1 -1 -3
0 1 1

3.1. Determine os valores proprios de A e as respetivas
multiplicidades algébricas.

Os valores proprios da matriz A correspondem aos zeros do polinémio carac-
teristico de A, definido por:

pa(zr) = det (A —z13) .

Por um lado,

1 2 0 x 0 0 1—x 2 0
A—zl3=| 1 -1 3| -1 0 = 0| = 1 —-1—=x -3
0 1 1 0 0 =« 0 1 1—=

Por outro lado, a aplicacao do Teorema de Laplace a primeira linha de A—xz 13
resulta em:

det(A — x13) = (=1)"*(1 — x) det _1I”’ 1__ﬂ +

+(=1)"*2 .2 det L _3}+

_O 1—=x
[ 1 —1—=z
_1\1+3 | .
+(—1) 0 det_ 0 ] }

=(l-o)((-1-2)1—-2)—-(=3)-1) -
-21-(1—=2)—(-3)-0)+0
=(1—-2)(2*-1+3)—-2(1—1)
=(1—-2)2*+2-2)=(1—2)2* = —2*(x —1).
Logo, os valores proprios de A sao as solugoes da equagao:
pa(r) =08 —2*(2—1) =02 =0Vr—-1=02=0Ver=0Vr=1.

Assim, conclui-se que A\; = 0 e Ay = 1 sdo os valores proprios da matriz A .
De acordo com o resultado obtido na alinea anterior, A\ = 0 e Ay = 1 sao os
valores proprios de A com multiplicidade algébrica 2 e 1, respectivamente.
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3.2. Determine a multiplicidade geométrica de cada valor
proprio de A.

De acordo com o resultado obtido na alinea anterior, A\ = 0 e Ay = 1 sao os
valores proprios de A com multiplicidade algébrica 2 e 1, respectivamente.
Dado um valor préprio A de uma matriz A de tipo n x n, a multiplicidade
geométrica de A corresponde a dimensao do subespaco proprio de A associado
ao valor proprio A, ou seja, & dimensao do espago vectorial:

My = {X € My (R) : AX = AX} = {X € M1 (R) : (A — A[)X =0}

Logo, como A; = 0, o subespago proprio de A associado a Ay corresponde
ao espago My = {X € M3, (R) : AX = 0} e portanto ao espago nulo da
matriz A. Pelo método de Gauss-Jordan,

1 2 0]o0 1 2 o0lo
AX =0< | 1 -1 =310 Lol g 3 —310
0 1 110 0 1 110
1 2 0]0] 12 0/0
1 _1
Ltsto 1o 23 300 22 o110
0 0 0[]0 0000
1 0 =207
_ — 9, =0 —9
L1—2L> 0110 <:>x z <:>$ z

Assim, conclui-se que

My={X € M3,1(R) : AX =0} ={(z,9,2) €ER® 10 =22,y = —2}
={(22,—2,2) eR*: 2z € R} = {2(2,-1,1) e R*: z ¢ R} = {(2, —1,1)).

Como o vetor (2,—1,1) é ndo nulo, a sequéncia ((2,—1,1)) ¢ linearmente
independente e gera Mj e logo constitui uma base de M. Deduz-se portanto
que M, tem dimensao igual a 1 e logo a multiplicidade geométrica de \; =0
é igual a 1.

Para o valor proprio Ay = 1 de A, sabe-se que a multiplicidade geométrica de
Az, denotada por m.g.(As), satisfaz 1 < m.g.(\y) < m.a.(A2), onde m.a.(A2)
representa a multiplicidade algébrica de \s. Ora, pela alinea anterior, sabe-se
que m.a.(A2) = m.a.(1) = 1. Logo, 1 < m.g.(\2) < m.a.(Ag) = 1 e portanto
Em conclusao, os valores proprios Ay = 0 e Ay = 1 de A tém ambos multipli-
cidade geométrica igual a 1 .
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Questao 4

Sejam E e F' espacos vetoriais de dimensao finita, f : £ — F uma aplicagao
linear e vy,...,v, € E. Mostre que, se (f(vl), o 7f(vk)) ¢ linearmente
independente, entao (vy, ..., v) é linearmente independente.

Suponhamos que E e F sao espacos vetoriais sobre um corpo K e que
(f(v1),..., f(vp)) é uma familia de vetores linearmente independentes em
F. Nestas condigbes, pretende-se provar que (vy,...,v;) € uma sequéncia
de vetores linearmente independentes em F, isto é, que a Unica solucao da
equacao:

U]+ o = OE,

éa;=-=ap=0(y € K).

Aplicando f a ambos os membros da equagao anterior, obtém-se:
flagvy + -+ + agvg) = f(0g).
Tendo em conta que f é uma aplicagao linear, tem-se:
arf(v) + -+ apf(vg) = Op.
Como, por hipotese, ( fl1),..., f (Uk)) ¢ uma familia de vetores linearmente

independentes em F', a tinica combinacao linear nula destes vetores é aquela
em que todos os coeficientes sao nulos. Logo:

ar =0, ay=0, ..., op=0.

Assim, conclui-se que (v, ..., v;) € uma familia de vetores linearmente inde-
pendentes em F.
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Questao 5

Sejam A e B matrizes de tipo n X n tais que existe uma base (vy,...,v,) de
R™ formada por vetores proprios comuns a ambas as matrizes. Mostre que
AB = BA.

Uma vez que existe uma base (vy, ..., v,) de R" formada vetores proprios
comuns a A e a B, trata-se de matrizes pertencentes a M5, (K), com K =R
ou K =C. Além disso, como vy, ..., v, sao vetores proprios comuns a A e a
B, tem-se que

Av; = A\, Buv; = pv;,  com A, p; € K

em que os \;, j4; sao os valores proprios associados a v; para as matrizes A, B
respetivamente. Uma maneira de aferir que duas matrizes sao iguais consiste
em vé-las como aplicagoes lineares entre espagos vetoriais e verificar que estas
sao iguais. Ora, uma aplicacao linear fica completamente determinada em
conhecendo as imagens dos vetores de uma base do seu dominio. Isso sugere
que se realizem os seguintes céalculos para ¢ = 1,...,n, vendo os vetores como
matrizes de M, (K).

ABv; = A(Bv;) BAv; = B(Av;) (o produto de matrizes é associativo)
= A(p;v;) = B(A\v;) (v; & vetor proprio de A e B)
= 1w A(v;) = \B(v;)  (linearidade do produto por escalar)
= pi(\vy) i (iv;) (v; € vetor proprio de A e B)
= (s \)v; = (Aiui)vi (o produto por escalares é associativo)

Como K é corpo, o produto de escalares é comutativo. Logo,
ABv; = BAv;, parai=1,...,n

Por conseguinte, AB = BA porque o dominio de ABe BAéR" e (vq,...,v,)
¢ base de R".

Nota: Existem outros processos de demonstracao, mas a proposta de de-
monstragao apresentada é a mais compacta.
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