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Correccao Sumaria

1. O espaco de resultados é o conjunto de todos os resultados possiveis, ou seja, no caso em
analise, o conjunto

O ={(i,j,k):i,j, k€ {0,1,2,3,4,,5,6,7,8,9}},

onde em cada triplo (4,7, k) a primeira coordenada designa o valor do primeiro digito
(o algarismo das centenas), a segunda coordenada, j, designa o segundo digito e a
ultima coordenada, k, o dltimo digito (o algarismo das unidades). A varidvel aleatéria
subjacente é assim definida por X : Q — {000,001, ...,999},

X((, 7. k) = ijk, (i,j.k) € Q.

2.1. Dadon =0,1,..., tem-se
P(X+Y =n)= P(X=kY=n—k)
k=0

em que P(X = kY =n—k) = P(X =k)PY =n—k) por X eY serem,
por hipétese, duas variaveis independentes. Assim, atendendo a que X e Y tém
ambas distribuicao de Poisson,
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em que, pelo binémio de Newton,

zn:(k>)\k R = (A4 )™

k=0

Este exercicio prova que, nas condigoes do enunciado do grupo 2, X + Y ¢é uma
variavel aleatoria de Poisson de parametro \ + pu.




2.2. Por defini¢ao de esperanga condicionada, dados m,n =0,1,..., n > m, tem-se

P(X=mX+Y=n) PX=mY=n—m)

P(X = X+Y=n)= =
(K =m[X+Y¥=n) P(X+Y =n) P(X 1Y =n)
em que
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por X e Y serem independentes e de Poisson, e
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P(X+Y =n)= (A4 )",

cf. alinea anterior. Ou seja,
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onde na tultima igualdade utilizou-se o facto de (A + p)™ = (A 4 p)™(A + p)" ™.

Este exercicio prova que, nas condigoes do enunciado do grupo 2, a distribuicao de

X, condicionada por X + Y, é uma binomial de parametro F/\u

2.3. Naturalmente que X e X+Y sdo varidveis aleatérias dependentes (o valor da soma
X + Y depende sempre do valor de X). Por recurso as duas alineas anteriores,
este facto pode ser confirmado, pois caso X e X +Y fossem independentes, entao,
por exemplo, para m = 1 e n = 2 ter-se-ia que ter

P(X=1,X4Y=2) PX=1)PX+Y =2)
PX=LX4Y =2 = =5 v -9~ pPx+v=9
= P(X=1).

Contudo, pela alinea 2.1,

e, pela alinea 2.2,

P(X:1|X+Y:2):2(>\iu) (Aiﬂ).

Claramente, estes dois valores sao diferentes.

3.1. Observe-se que
(X 1) — (X —-2)*=2X - 3.

Logo, resulta das hipdteses dadas que

2B(X)-3=E(2X -3) = E(X—-1?%—(X-2)?
= E(X-1))—-E(X—-2?*)=10-5=5

e, consequentemente, £(X) = 4.




3.2. De modo similar,
20X -1 — (X —2)? = X? -2,

pelo que
E(X*)=2B(X -1 -E(X -2 +2=17.
Assim, pela alinea anterior,

V(X)=E(X?) - E*(X)=17T—-16=1.

4. Atendendo ao modo como a funcao de probabilidade conjunta esta definida, podemos
inferir que X toma valores no conjunto {1,2} e que Y toma valores no conjunto {3,5}.

4.1.1. Logo, P(X =1,Y <4) = P(X =1,Y = 3), em que por defini¢ao de fungao de
probabilidade conjunta, P(X =1,Y =3) = f(1,3) =0.1.

Tem-se ainda

P(X =2,Y =3)
P(Y=3)

P(X=2|Y =3)=
P(Y=3)=P(Xe{l,2},Y =3)=P(X=1,Y =3)+ P(X =2,V =3), (1)

pelo que, novamente por definicao de funcao de probabilidade conjunta,

f(2,3) 04
FL,3)+f(2,3) 05

4.1.2. Por definicao de esperanca de uma variavel,

P(X=2|Y =3)= 0.8.

E(X)=) iP(X =i)=1xP(X =1)+2x P(X =2),
em que, de um modo semelhante a (1], tem-se
P(X=1) = P X=1Y=3)+P(X=1Y=5)=f(1,3)+ f(1,5) = 0.4,
P(X=2) = P(X=2Y=3)+P(X=2Y=5)=f(2,3)+ f(2,5) =0.6.

Logo,
E(X)=04+2x0.6=1.6.

De modo analogo, conclui-se que

E(Y)=> jP(Y =j)=3xP(Y =3)+5x P(Y =5)

com P(Y =3) = f(1,3) + £(2,3) = 0.5, cf. (I), e P(Y =5) = f(1,5) + f(2,5) =
0.5. Ou seja, E(Y) = 4.

4.1.3. Atendendo a defini¢ao de covariancia,
cov(X,Y) = FE(XY)—- EX)E(Y),
resta-nos assim calcular o valor de

E(XY) = ZZijP(X=i,Y=j)
= 2.2 ifG.J)

= 3f(1,3) +5f(1,5) + 6£(2,3) + 10£(2,5) = 6.2.




Obtém-se entao
cov(X,Y)=E(XY)-EX)E(Y)=62—-64=—-0.2.

4.2 A funcao de distribuigao marginal de X é a funcao definida em R e com valores
em R, F; : R — R, por

Fi(z)=P(X <z), zekR

Pelas consideracoes iniciais a este grupo de questoes, tem-se que:
e Sex <1, Fi(x) =P(X <x)=0;
e Sel<zx<2 Fi(r)=PX <z)=P(X =1) =04, cf. alinea 4.1.2;
e Sex>2 Fi(x)=P(X=1)+P(X+2)=1
Ou seja,
0, z <1
Fi(z)=1¢ 04, 1 <2 <2
1, £>2




