Apoio 8 Matematica Finita

Orientacao de trabalho:

e Inicie o estudo do Tema 3: Recorréncias e Funcoes Geradoras

Seccgao 3.1: Relagdes de recorréncia - (pag 139 a 164.)

Nesta seccgao ira tomar contacto com o conceito de relacao de recorréncia. Para isso leia com
atencao os exemplos 1 a 5 desta seccao, com excepcao do exemplo 4.

Muitos algoritmos sao baseados em relacoes de recorréncia e problemas combinatorios con-
siderados dificeis, a primeira vista, podem ser resolvidos mais facilmente se escritos na forma
de relagoes de recorréncia.

A nocao de recursao em matematica surge naturalmente em varias questoes. Por exemplo
no definicao de factorial:

ol =1;

nl=nn-1) sen>1

Outro exemplo é o da definicao de ntimero harmonico:

1
H,=H, 1+— sen>2
n

De grosso modo, uma relacao de recorréncia, para uma sucessao ag, a1, s, ..., ¢ definida por um
conjunto de igualdades contendo alguns valores iniciais para os primeiros termos ag, a1, ..., ax
e uma final para indicar o termo geral em funcao dos termos anteriores. Isto significa que
se quisermos saber o n-ésimo termo de uma sucessao dada por uma relacao de recorréncia,
temos de calcular alguns termos anteriores, o que pode ser pouco pratico. O objectivo é,
pois, obtermos uma forma fechada para a relagao de recorréncia, ou seja uma solug¢ao que nao
dependa dos termos anteriores e somente de n. Neste tema iremos estudar alguns métodos
para resolver relacoes de recorréncia.

Relacao de recorréncia:

Dada uma sucessao ag,ai,as,... uma relacao de recorréncia ou recursiva, para a
sucessao dada, é uma féormula que relaciona cada termo a, com os termos que o
precedem aq, @y, as, ..., Ap_1:

an = f(ap, a1, as,...,an_1), n>k+1.

As condigoes iniciais para a relagao de recorréncia especificam os valores dos termos
ag, a1, ds, ..., a para um indice £ fixo.

O primeiro que estudamos para resolver uma recorréncia é o método de diante para trés:
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Método de diante para tras:

Suponhamos que temos uma férmula de recorréncia
an = f(ag,ar,...;an-1), n>k+1 ()

e que esta sujeita a k condigdes iniciais. Na igualdade (*) substituimos a,_; por uma
expressao do tipo (*) e depois a,_» e assim sucessivamente até ao termo agy, de modo
a desaparecerem os termos da sucessao. Este método pressupoe alguma advinhacao
da forma geral. Assim a férmula obtida devera ser provada pelo método de inducao
matematica.

Ver, com cuidado, os exemplos 1 e 2 de aplicacao.
e Rever o principio de inducao matematica - inducao simples - e estudar o principio de inducao
matematica - inducao completa. Estudar os exemplos onde este método é usado e ler, com

atengao, o anexo nas paginas 163 e 164.

e Resolva os exercicios propostos na Folha 8.

Competéncias a adquirir: saber

identificar uma relagao de recorréncia;

determinar os primeiros termos de uma relacao de recorréncia;

aplicar o método de diante para tras;

e usar os principios de inducao matematica: inducao simples e inducao completa.
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Folha 8: EXERCICIOS (pag. 161 e 162 do manual)

Relagoes de recorréncia (seccio 3.1)

1. Utilize o método de substituicao de diante para trés para encontrar a solugao da férmula
de recorréncia
Tn = 2.1'”,1 +1

que satisfaz a condicao inicial xy = 1. Confirme o seu resultado por inducao matematica.
2. Considere a sucessao (a,) que é definida por ag = 0 e é solu¢ao da férmula de recorréncia

T, =2T,_1+mn, n>1.

n—1
Mostre que a,, = Z 2'(n — 1) para todo o niimero natural n. Calcule esta soma.
i=0

3. Encontre a solucao da seguinte relacao de recorréncia:

1’1:3,

Ty = Ty + 307, para n > 2.
4. Considere a sucessao (d,,) definida por dy = 1 e por d,, = nd,,_; + 1, paran > 1.
Most induga d, = n! ok
(a) Mostre, por indugao, que d,, = n! Z o
k=0
(b) Obtenha a igualdade acima pelo método da substituicao de diante para tras.

5. Considere a seguinte relacao de recorréncia:

Ty = 1,
n—1

Ty = in, paran > 1.
i=0

(a) Calcule os primeiros termos desta sucessao e conjecture uma férmula explicita para
Ty

(b) Verifique, por inducao matematica, que a férmula que conjecturou na alinea anterior
esta correcta.

6. Considere a sucessao dupla (z, x)nx definida por zox = 0 e por

. Tnrp+1, sen>k,
Lk =
T 0, sen < k.

Explicite esta sucessao: 1k, T2k, T3 ks -y Tn k-
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7. Mostre que
5]
1 n+1Y\_.
Fopi=—= 5
T on 2 <2k + 1)

k=0
para todo o nimero natural n.

[Sugestao: Proceda & expansao da férmula F, 3 = %((IJ”le — @™ e use o binémio de

Newton.]

8. Mostre por inducao que

Fn+2:1+ZFk:1+F1+F2+...+Fn
k=1

para todo o ntimero natural n > 1.

9. Considere a sucessao (C,) definida por C; =0 e por
C, = CL%J +1, paran > 2.
(a) Mostre, por indugao, que Cyn = n.
(b) Mostre, por indugao em n, que, se 2" < k < 2" entao Cj, = n.

(¢) Usando o resultado da alinea anterior, demonstre que C,, = [log, n]|.

10. Sabe-se que qualquer niimero natural nao nulo se escreve de maneira tinica como soma de
poténcias distintas de 2 (notacdo posicional binaria). Dito de outro modo, dado n > 1,
existe uma tnica sequéncia binaria byby_1 . ..b1by com by = 1 (ndo ha zeros a esquerdal)
tal que

k
i=0
Também se diz que a sequéncia bpby_1 . ..b1by é a EXPANSAO BINARIA de n e escreve-se
n = (bkbk—l Ce blbo)g.
(a) Para aquecer, mostre que, se n = (bybr—1...b1bg)2, onde n > 1, entao |5| =
(brbg—1 - .. baby)s.
(b) Considere a sucessao (C,,) definida por C; =1 e por

Cp=Clzy+n, paran=>2.

Mostre que, se n = (bgb_1 . ..b1bo)2, entao

k
C, = Zbi(T“ —1).

=0
11. O nimero méaximo de comparacoes M, que o algoritmo Quicksort efectua para ordenar
uma lista de n itens satisfaz a relagao de recorréncia
Ty = 07

- ! - > 2.
T = 1§I£27}L£1 (v, + Tp—k), paran >

(n+1)(n+2)
2

Mostre que M,, = — 3, para todo o nimero natural n > 1.
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Folha 8: SOLUCOES

1. z, = 2"t — 1 para todo n > 0.

2. 2 (n —i) =27 - — 2,

3. ¢ _ n(nt+1)(2n+1)
. Ty B E—

5. Os primeiros termos da sucessao sao xg = 1,21 = 1,29 = 2,23 = 4,24 = 8, x5 = 16.
Conjectura: x,, = 2" + 1{|n = 0]

3 sek<0
2 sek<0
1 sek<0 2 sel< k<1
6. x1, = , T = 81 se0< k<1, 3 = . No caso
0 sek>0 1 sel< k<2
0 sek>1
0 sek>2
(n se k<0

n—1 sel0< k<1
geral, temos x, , = 1 *
1 sen—2<k<n-1
0 sek>n—1
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Folha 8: RESOLUCAO DETALHADA

1. Temos

Ty =22, 1+1=222, o+ 1)+1=4dz, o +24+1=402x, 3+1)+2+1
=8y 35+44+2+1=--- =2k, ,+2F 4. p2l 420 = ...
=20+ 2" 21 20 = 2 2 2t 20 =20

Vamos verificar que z,, = 2" — 1 por inducao matematica. O caso base n = 0 vale
porque ambos os membros dao 1. Vamos agora tratar do passo da indugao:

x”+1:2xn+1h.:.d 22" — )41 =2"" 241 =2""2 1.
ip. ind.

Pelo método de indugao matematica a férmula esta provada.

. Consideremos a relacao de recorréncia definida por

rn=1 zpn1=2r,+n+1, n>1

n—1
Demonstraremos por inducao que x, = ZQZ(n —1i). A base da indugdo consiste na
i=0
proposicao
Ty = Z 2'(1 —1) (Base de Indugao)
=0

que ¢ trivialmente verdadeira, pois ambos os membros da igualdade tém o valor 1.
Admitindo

n—1
Ty = Z 2'(n — 1) (Hipétese de Inducao)
i=0
provemos a
Tpy1 = Z 2'(n+1—1) (Tese de Indugao)
i=0
Tem-se
n—1
Tpr1 =2, +n+1=2 Z 2'(n —i) +n+1 (por hip. de indugao)
i=0

3
—_

2”1(71 — i) +n+l= ZQj(n+ 1—j)+n+1 (mud. de var. j=i+1)
0 J=1

i
™

(2

3 |

2(n+1—j) (fim da indugao)

<
Il
o
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Vamos agora calcular este somatoério. Para isso, usaremos o método da perturbagao.
Note-se que dispomos ja de uma expressao para x,.i, que nos vem da férmula de

recorréncia.
n n—1 n—1
tnn =D 20 L= i) =3 2 L)+ 20 =3 (2 =)+ 2)) +2"
i=0 =0 =0

n

L L on _ 1
:§:Tup4)+§:w+2":%fr2_l+a":xm+T“—d

Igualando as duas expressoes que obtivemos para x,.; obtemos

2, +n+l=z,+2"" -1z, =2""—n-2

3. Aplicando o método da substituicao de diante para tras a relacao de recorréncia

T1 =3, Tpy1 =T, +3(n+ 1)

obtemos
:Un:xn,1+3n2:xn,g+3(n—1)2+3n2:~-~:x1+3><22+~-~+3n2
+1)(2n +1)
—343x2 4+ +302=) 32=3 n(n
e I YL

nn+1)(2n+1)
2
(*) - ver ex. 7, p. 131.

4. (a) A base de indugao é dy = 0! Z — e é trivialmente verdadeira. Admitindo, por hipdtese

n+1
1
de Inducao que d,, = n! Z 7y provemos dpi1 = (n+1)! Z o (tese de Indugao). Tem-
se h=0 k=0
dpy1=n+1)d,+1=(n+1 (n' Z k:') +1 (por hip. de indug¢ao)
1 1 1
1)! 1)! = 1)! —
(n+ Ezm (D gy = )Q M +nJ

=(n+1)! Zk'

(b) Aplicando o método da substituigao de diante para tras, temos
dy=nd, 1+1=n((n—1d, o+1)+1=nn—1)d, 2 +n+1
=n?d,_o +nt+nt =n((n - 2)d,_3+ 1) +nt +n?
=nldy_s+n*+nt+n’ = =n"do+ntL 4+ 0P+ nt+nl

:nﬂ+nﬂ++n2+nl—|—nQ:ZnE
k=0

0 Mot ) 9

k=0 (
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5. Os primeiros termos da sucessao sao

ZL‘QZ]_,I‘l :1,[E2:2,$3:4,l‘4:8,l‘5:16,...

E visfvel uma sucessdo de poténcias de 2; mas a igualdade x, = 2"~!, que é aparente-
mente a regra para n > 1, nao ¢ valida no caso n = 0, pois daria para xy o valor %,
em vez do valor correcto, 1. Podemos facilmente corrigir esta ‘anomalia’ recorrendo a
notacao de Iverson [1;

1
-1
T, =2"""+ =|ln=10|
2
E claro que é necessario provar a justeza da nossa conjectura, o que faremos por indugao
completa (dado que a recorréncia é também completa: z,,; depende nao s6 de x, mas

de todos os termos precedentes). A base de indugao consiste em zo = 27 + 1{|0 = 0|,
que ¢ trivialmente verdadeiro. Admitindo

< 1
VO<i<n x;=2"1+ 5“2 =0 (Hip. de Indugao Completa)

provemos que

1
Ty = 2" + §Hn +1=0]=2" (Tese de Indugao (pq n > 0))
Tem-se
D ST S CARS ) B SRR o
" def. da recor. — ’ hip. ind. 0 2 o 0 2

Te . 1 12711 1
= — 22 _= - —:2”
2; 35391 T3

. Por definicao, temos para n = 1 que

{:po,kJrl se k<0 {0+1 se k<0 {1 se k<0
Tk = = =

0 sek>0 |0 sek>0 0 sek>0"
Para n = 2,
1+1 sek<0 2 sek <0
T1r+1 sek<l1
Tok = ’ =q0+4+1 se0<k<1=<1 se0<k<I1.
' 0 se k>1
0 sek>1 0 sek>1
Para n = 3,
3 sek<0
Top+1 sek <2 2 sel<k<1
Tap = = )
Sk 0 se k> 2 1 sel<k<2
0 sek>2

1

LA segunda parcela adiciona i unicamente quando n = 0 e, portanto, obtemos o valor correcto para zg

2

sem alterar os restantes termos da sucessao.
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No caso geral, temos

n se k<0
n—1 sel0< k<1
T =

sen—2<k<n-—1
0 sek>n—1

— 0 que pode ser provado pelo método de inducao matematica. Verifique!
7. Sabemos que ® = 1+_2\/g7 d = 1+—2*/5 Assim,

%

n+1
1

s (1) [ - o]

o S RS

=0, impar

1 ~
FnJrl — _5((I)n+1 o q)nJrl) —

u+ﬁw1@—ﬁw1

2n+1 o 2n+1

Agora fazemos a mudanga de variavel ¢ — 2k + 1. Assim, i — 1 =2k e
i=2%+1<n+1l < 2k<n < k< gJ

Deste modo,

13] L]

2 n+1 1 n+1
F — 2k:_ k:.
=g () 9" = 2 (50)7

8. Paran =1temos 14+ F) =2 = F3,eparan=2temos 1 + |+ F, =14+1+1=3 = F}.
Vamos agora mostrar o passo de indugao (para n > 2):

n n—1 n n—1
Foys (f) Fopo+ Fop (2:) (1+2Fk>+<1+zpk> = <1+1+2Fk>+<1+2Fk>
k=1

—3+ZFk+1+ZFk_3+Z Fror + F) _3+2Fk+2

n+1 n+1 n+1
(—)1+1+1+2Fk—1+F1+F2+2Fk—1+ZFk
k=3 k=1

(1), (4) - féormula de recorréncia para a sucessao de Fibonacci, (2) - hipdtese de indugao,
(3) - mudanga de variavel k ~» k4 1, (5) - mudanga de varidvel k ~» k — 2.
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9. (a)

(b)

(c)

11.

Tem-se Cy = 0, por definicao, pelo que a base de indugao é trivialmente verdadeira.

Admitindo como hipdtese de inducao Con = n, tem-se Con+1 = C’Lﬂ |t 1=Cyn+1=
2

n+ 1.

Se 2° < k < 2! tem-se k = 1 e C), = 0, verificando-se assim a base de inducao.
Admitamos entao que

Se 2" < k < 2" entdo Oy =n (Hip. de Ind.)

Tomemos k tal que 2! < k < 2"*2 e ponhamos r = |%5]. Tem-se 2" < r < 2" ¢,
portanto, por hipotese de inducao, C, = n. Daqui resulta imediatamente C), = C,. +1 =

n+ 1.

Dado n € Ny, consideremos o tinico natural [ tal que 2! < n < 2!*! (pela alinea anterior,
C,, = 1); tomando logaritmos, obtemos [ < log,n < [+ 1. Esta desigualdade mostra que
[ =|logyn].

W — 3 por indug¢do completa. A base de
) é trivialmente verdadeira. Admitindo

Demonstraremos a igualdade M, =
indugao (M; = 23 —

(t+1)(i+2)

-3 (Hip. de Ind. Completa)

Temos

My =n+2+max{My + M,11 ,: 1 <k<n}
=n -+ 2+ max {W -3+ ("H*kﬂ);nﬂfkﬂ) —3:1<k< n}

49 +maX{n2+5n+2+2k(k7(n+1)) 3 1<k< n}

2

Ora o méximo acima é atingido quando k = 1 (e também, por simetria, quando k =
n+1—1) e, portanto

245 2—2 1 2
Mn+1:n+2+n +5n + n_3:n+2+(n+ )(n+2)

2 2
2
= (n+ )2(n 3 _ 3 (Fim da Inducao)

-3

2Estude a variacao da funcio da varidvel real k definida no intervalo [1,n] por f(k) = 2k(k — (n +1)).
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