Analise Infinitesimal
21175 — ano lectivo 2022-2023
6 de dezembro de 2022

e-folio A — proposta de resolucao

1. Considere a seguinte funcao

242 + 3x se x<0
f:[-5323] >R com f(z)=
2sin(z) +x+1 se x>0

a) Estude a continuidade de f no seu dominio [—g, %}
b) Estude a monotonia de f.
c¢) Indique o contradominio de f.

d) Esboce o gréfico da fungdo f.

Resolucgao:

a) Primeiro ramo: A fungao 222 + 3z ¢ um polinémio e, portanto,
continua em R. Logo, f(x) é continua em [—32,0].

Segundo ramo: A fun¢do 2sin(z)+z+1 é elementar e entdo continua
em ]O, %] E elementar pois é obtida a partir das funcbes béasicas —
fungao sin(z), funcao identidade z (por adigao) e fungoes constantes 2
(por multiplicagao) e 1 (por adi¢ao).

Ponto z = 0: O limite lateral & esquerda lim f(x) = lim 22% + 3z = 0
z—0~ z—0~

difere do limite lateral & direita

lim+ f(z) = lim+ 2sin(z) + 2+ 1 =2sin(0) + 0+ 1 =1, logo o limite
z—0 z—0

hII(l) f(z) ndo existe e a fun¢do f(z) ndo é continua em 0. O calculo
T—

directo dos limites laterais é possivel pois as fungoes 22°+3xz e 2 sin(z)+

z + 1 sdo continuas tal como mostrado atras.



Concluséo: A funcio f(z) é continua em [—3, 2] \ {0} e descontinua
em 0.

b) Primeiro ramo: A funcao quadratica 222 + 3z = ax? + bx + ¢ com
a=2,b=3ec=0¢uma pardbola com a concavidade virada para
cima (pois a > 0), e com minimo em 2 = =2, Logo f é monétona

2a 4
decrescente em [ 3 —5] e mondtona crescente no intervalo [—i, 0}.

T2 1

Segundo ramo: A func¢do sin(x) é mono6tona crescente no intervalo
]O, %} logo, para xy, 2y € }O, %] com 1 < Zg, temos sin(zy) < sin(zs)
o que implica

2sin(zq) < 2sin(zy) = 2sin(xy) + 1 + 1 < 2sin(zy) + 29 + 1,
isto é, a fungdo f(x) é monotona crescente em ]O, %}

Ponto = 0: A funcao tem uma descontinuidade neste ponto com
f£(0) = 0 inferior ao limite & direita de zero lim+ f(z) =1 (ver alinea
z—0

anterior).

Conclusdo: A fun¢do f(z) é monotona decrescente em [—2,—3] e

8

mondbtona crescente em [—%, g]
4 4 z . e 2 —_ 2 .
¢) Primeiro ramo: O minimo da parabola é f (2_1;) =c— Z—, isto
P -3 9 . @ 4 “
é, f (T) = —2. E nos extremos do intervalo em que esta definida, a

pardbola toma valores f (_75) =5e f(0) = 0. Logo, como a fungao
quadratica é continua, o ramo decrescente da parabola tem contrado-
minio [—%, 5} , 0 rtamo crescente da pardbola tem contradominio [—9, O]
e, portanto, a parabola tem contradominio [—%, 5} U [—%, O] = [—%, 5}.

Segundo ramo: O limite lateral direito em z = 0 ¢ lim f(z)=1emno
z—0

T 3 ~ T T
extremo r = § d~o intervalo, a funcao f(z) toma o valor f (5) =5 +3
Portanto, a func¢ao neste ramo continua (ver alinea a)) e mondtona cres-
cente (ver alinea b)), vai ter como contradominio o intervalo [1, % + 3.

Conclusédo: A fungao f(z) tem contradominio [—3,5] U [1,5 43| =
[—%,5] pois 5 +3<5+3=5.

d) A partir do que foi calculado nas alineas anteriores, é conhecida a
forma genérica da fungdo. Para completar o grafico, temos em conside-
ragao os valores aproximados § ~ 1,57 e 5 +3 ~ 4,57 e vamos calcular
os zeros da funcao quadratica no primeiro ramo:



20 +3r =022z +3)=02z=0Vr=-3/2

Em relacdo a forma do segundo ramo, com expressao 2sin(x) + = + 1,
podemos considerar a forma aproximada de sin(z) com o dobro da
amplitude, o que corresponde a uma curva com a concavidade para
baixo no intervalo considerado, trasladada (adicdo de 1) no sentido
positivo do eixo das ordenadas e deformada com a adicao da identidade
x.

Logo o grafico da funcao é

il

Figura 1: Esboco do gréfico de f.

=



2. Considere as funcgoes f e g seguintes:

f:]—00,00 - R g: 10,400 — R
r = —(x—3)? r — —(x—3)?

a) Mostre, justificando, que uma destas funcoes é injectiva e que a
outra nao o é.

b) Caracterize a funcdo inversa da fungao injectiva.

Resolucgao:

a) A fungao —(z — 3)? em R define uma parabola com a concavidade
virada para baixo e vértice em (3,0).

Funcao f(x): Esta fungdo corresponde a uma parte do ramo crescente
da pardbola. Sejam xq,zs < 0 quaisquer, tais que z; # x9. Entao
11 — 3 # 29 — 3 0 que implica (z; — 3)* # (r2 — 3)?, dado z; — 3 e
19— 3 serem ambos negativos. Logo —(z1 —3)? # —(x2—3)? e podemos
concluir que a fungdo f(z) é injectiva.

Funcao g(x): Se escolhermos qualquer par de pontos nao negativos
x1 e T9, um de cada lado de x = 3 e a igual distancia deste, conseguimos
provar que a fungao é nao injectiva. Por exemplo, para z; =1e xy =5
temos z1 # xy mas g(x1) = —4 = ¢(5), isto é, a fun¢ao g(z) ndo é
injectiva.

b) A fungao f(z) = —(x—3)? & continua, pois é um poln6mio, e injectiva

no seu dominio | — 0o, 0], tal como mostrado na alinea anterior. Logo

f(z) é estritamente mondtona e o seu contradominio é um intervalo

com extremos l_1>m f(z) = —oc e f(0) = —9. Portanto o dominio da
T—r—00

funcio inversa f~'(z) é D1 =] — 00, —9]. A expressdo analitica da
fungao inversa é obtida a partir da expressdo f(z) =y & —(z—3)? =y,
com y €] —o00, —9]. Resolvendo em ordem a x obtemos (z—3)* = —y <
r — 3 = +,/—y mas, dado = €] — 00, 0] e, portanto, x — 3 €] — 00, 0],
escolhemos a raiz negativa, isto ¢ t —3 = —/—y & = —/—y + 3.
Em conclusao:

fti]—00,-9] — R

T = =y/=z+3



3. Considere a funcao

2?(x — 2) cos(e?)

3 — dx

fz) =

definida no seu dominio e calcule os seguintes limites

a) lim f(x)

b) lm_ f(x)
f(z)

¢) lim
Tr—+400 T

Resolucgao:

a) As fungoes cos(x) e e* sao fungoes bésicas, logo a sua composigao é
uma fungao elementar e daf resulta que z%(z —2) cos(e”) é também uma
funcao elementar e, portanto, continua. Podemos entao fazer o cal-
culo directo 9151_% 2*(z — 2) cos(e”) =2 x 0 x cos(e®) = 0. Temos tam-

bém que lim 2° — 4z = 0 e, portanto, lim f(x) d4 uma indeterminacao
T—2 r—2

do tipo %. Factorizando o polinémio no denominador para tentar le-

vantar a indeterminacao obtemos

2 _ T T 2 2
lim & (x — 2) cos(e”)  lim x cos(e”) _ 2 cos(e?) _ cos(e )
2=2 x(r—2)(x+2) -2 (v+42) 4 2

b) Pela justificagdo dada na alinea anterior, podemos fazer o calculo

directo lim cos(e”) = cos(0) = 1. Daqui resulta que
T——00

lim 2%(z — 2)cos(e”) = —oc e que lim f(x)da uma indeterminacio
Tr—r—00 T—r—00
do tipo 2. Dividindo numerador e denominador pelo termo de maior

grau, 23, obtemos

x2(x—2) cos(e®) 2 x
TAT— & SBEY — 2) cos(e 1—-0)x1
hm;f—3:hm( x)4()=( ) x1_q
——00 74T ;341 T——00 1— - 1—0
Nota: usando a simplificagdo obtida na alinea a), xf;f;;), 0 processo

¢ anélogo: indeterminagio do tipo 22, divisao do numerador e deno-

minador pelo termo de maior grau, que neste caso é x, e obtencao de
. cos(e”) 1
lim 5 = S

z——o0 | -+ = 1+0




~ ~ 2(p—2 s(e® 2(p—2 (e® (T
¢) A funcio {2 (;) tem expressao 2 (jf(xg)_czge ) =z (Igcslf&(e ) = Ccﬁffg).
Como lim e® = 400 entdo o limite lim cos(e”) ndo existe.

r——+00 T—r—+00

Temos —1 < cos(e”) < 1 e, considerando a restricao x € RT, te-
—1 cos(e®) 1 . - o

mos — < —= < ——. Como lim = lim
2 — w2 — a2 ztoo x + 2 z—=too x4 2

todo o z € RT, entdo pelo Teorema dos limites enquadrados temos
cos(e”

lim (<) =0.

z—+oo X + 2

=0, para




4. Mostre que a funcao

h:]—1,+00c[ — R
r = ze+zxln(x+1)+ (z—1)

tem pelo menos duas raizes, uma a direita e outra a esquerda de x = 0.

Resolucgao:
Em z = 0 a funcao toma o valor
h(0)=0xe’+0xIn(0+1)+(0—-1)=-1<0.

Para calcular o limite da funcao nos extremos do seu dominio vamos
usar o célculo directo pois a fungdo é elementar (obtida a partir das
fungoes basicas e*, In(x), identidade e constante) e, portanto, continua.

1

A esquerda de & = 0: Dado que lim1 re® = —— que
T—r— e

lim In(z + 1) = —oc0 e que lim x — 1 = —2, temos

z——1 rz——1

lim ze” +zln(x + 1) 4+ (x — 1) = +00. Logo existe algum z; €]—1,0]

z——1

tal que h(z;) > 0.

No intervalo [z1,0] C| — 1,0] a fungao é continua e toma valores com
sinais diferentes. Logo, pelo Teorema de Bolzano, nesse intervalo existe
pelo menos uma raiz, isto é, um x5 tal que h(zy) = 0.

A direita de & = 0: Analogamente, dado que lirJlra xe’ = 400, que
T—+00

lim In(z 4 1) = +o00 e que

r—r—+00

lim =z — 1= +o00, temos
r—r-+00

lim ze® +zln(z+ 1)+ (z — 1) = +o0. Logo existe algum x5 €0, +00]

T—+00

tal que h(x3) > 0 (por exemplo, para x3 = 1 temos h(x3) = h(1) =
e+1n2>0).

No intervalo [0, z3] C [0,4o00] a funcdo é continua e toma valores com

sinais diferentes. Logo, pelo Teorema de Bolzano, nesse intervalo existe
pelo menos uma raiz, isto ¢, um x4 tal que h(zy) = 0.



5. Considere a seguinte sucessao:

o = 1
{xnﬂ =+3r,—1 para n=0,1,2 ..

a) Prove que z, é uma sucessdo crescente.
b) Prove que x, <4, Yn=0,1,2....

c) Prove que z,, é convergente e calcule o seu limite.

Resolucgao:

a) Vamos provar por inducao que Vn € Ny temos A(n), onde A(n) <
Ty < Ln+1-

Mostrar A(0): Temos 2o = 1 e 21 = /39 — 1 = /2, logo zy < z1,
isto ¢, verifica-se a relagao A(0).

Mostrar A(n) = A(n +1),Vn € N: Seja n € N qualquer. A re-
lagao A(n), dada pela desigualdade z,, < x,41, implica 3z, — 1 <
3Z,41 — 1, 0 que implica v/3x, — 1 < \/37,,1 — 1, dado a funcao raiz
quadrada ser estritamente crescente em Rj. A dltima desigualdade é
equivalente, pela definicao da sucessao, a x,, 11 < T,9, isto é, a relacao

A(n +1).

b) Vamos provar por indugao que Vn € Ny temos A(n), onde A(n) <
T, < 4.

Mostrar A(0) : Temos zo =1 < 4.

Mostrar A(n) = A(n + 1),Vn € N: Sejan € N qualquer. A rela-
¢ao A(n), dada pela desigualdade z,, < 4, implica 3z, —1 <3x4—-1=
11, o que implica v/3z, —1 < /11, dado a funcdo raiz quadrada
ser estritamente crescente em Rg. Como \/ﬁ < \/E = 4, temos
3z, — 1 < 4. A dltima desigualdade é equivalente, pela definicio da
sucessdo, a T, < 4, isto é, a relacdo A(n + 1).

¢) Na alinea a) provamos que a sucessao era monétona. Vamos agora
mostrar que é limitada: sabemos, pela alinea a), que

l=o <z <23 < ... 08t0 ¢, 1 < x, para todo o n € Ny, e, pela
alinea b), sabemos que z,, < 4 para todo o n € Ny. Logo Vn € Ny
temos 1 < x,, < 4, isto é, a funcao é limitada.



Como a funcao é mondtona e limitada entao tem limite finito. Seja

L = lim z, e vamos determinar L, a partir da equacao recursiva
n—-+oo

Tni1 = V/3x, — 1, calculando o limite:
lim z,,y = lim 3x,—1<%< L =+v3L—1. Esta equacao implica

n—-+oo n—-+oo
L2:3L—1(:)L2—3L+1:()(:>L:3i7‘@. A raiz menor sail fora

do intervalo [1,4] de valores da sucessao, pois %5 < %‘I = % Logo

o limite da sucessdo é L = 3+T‘£



