Correspondéncias e funcoes

O principal problema da combinatdria enumerativa é saber quantos elementos tem um dado
conjunto finito. Além disso, dedica-se a encontrar procedimentos e estratégias para a forma
de os enumerar e agrupar, e analisa e optimiza tais métodos.

Nem sempre é facil a contagem dos elementos de um conjunto finito. Muitas vezes, temos de
recorrer a outros conjuntos auxiliares, e “compara-los” com o inicial. O objectivo é atingindo
quando encontramos um conjunto em que todos os seus elementos possam estar em “corres-
pondéncia biunivoca” com os do conjunto que queremos estudar.

Correspondéncia

Sejam A o conjunto de todos os seres humanos e B o conjunto de todos os livros. Consideremos
a afirmacao

“x escreveu y”.

Esta sentenca permite relacionar elementos do conjunto A com elementos do conjunto B.
Nestas condicoes se @ abreviar “escreveu”, ® define uma relacao ou uma correspondéncia de
Aem B.

Em geral, dados dois conjuntos A e B, dizemos que ® é uma RELAGAO ou CORRESPON-
DENCIA de um conjunto A num conjunto B se

Dy

é uma setenca que relaciona elementos de A com elementos de B; rigorosamente se ® C A X B.
A correspondéncia ® diz-se BIUNIVOCA se:

1. Todo o elemento de A esta em relacao com um unico de B:
Vo e A3y € B: xdy

2. Todo o elemento de B esta relacionado com um tnico de A:
Vye B3z € A:xdy

Cada uma destas condicoes pode ser desdobrada em duas:

la. Todo o elemento de A estd em relacao com pelo menos um elemento de B:

Ve Ady € B: xdy

1b. Cada elemento de A estd em relagdao, quando muito, com um unico elemento de B:
Vo € AVyr,y2 € B (a®yr Aa®ys = y1 = 42)
2a. Todo o elemento de B esta relacionado com pelo menos um elemento de A:

Vye Bdr € A: xdy

2b. Cada elemento de B estd relacionado, quando muito, com um nico elemento de A:

Vay, 9 € AVy € B(x1Py A 2Py = 71 = z3).
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Note que as condigoes [la] e [2a] sdo condigoes de eristéncia, enquanto que as condigoes [1b]
e [2b] sao condigbes de unicidade.

Exemplo 1. Sejam A o conjunto de todos os seres humanos e B o conjunto de todos os livros.
Seja ® a correspondéncia definida por

Py & x escreveu y.
Entao as condigoes [lal, [1b], [2a] e [2b] podem ser traduzidas, respectivamente, por

la. Todo o ser humano escreveu pelo menos um livro.

1b. Cada ser humano escreveu, quando muito, um tnico livro.

2a. Todo o livro foi escrito por pelo menos um ser humano.

2b. Cada livro foi escrito, quando muito, por um tnico ser humano.

Deste modo, é facil concluirmos que as condigoes [la], [1b] e [2b] falham. Quanto a [2a],
tanto quanto se saiba, é verdadeira no mundo real. Portanto ® nao é uma correspondéncia
biunivoca.

Exemplo 2. Sejam A o conjunto de todos os seres humanos e N o conjunto dos nimeros
naturais. Seja ® a correspondéncia definida por

xPy & x tem y anos.

E claro que todo o ser vivo tem um nimero de anos bem determinado. Portanto verificam-se
as condigoes [la] e [1b]. Por outro lado, nao é conhecida a existéncia de alguém com, por
exemplo, 500 anos. Logo falha [2a]. Também podem existir pessoas distintas com o mesmo
nimero de anos, donde falha [2b]. Portanto ® nao é uma correspondéncia biunivoca.

Exemplo 3. Sejam A = {a,b,c,d} e B = {1,2,3}. Seja ® a correspondéncia de A em B
definida pelo diagrama

I

Quer dizer que

¢ ={(a,1),(b,1),(c,3),(d,2)}.
Temos que em ®, para cada = € A ocorre um unico par ordenado da forma (z,—). Portanto
verificam-se as condigoes [1a] e [1b]. Por outro lado, para todo y € B, ocorre pelo menos um
par ordenado da forma (—,y) em ®. Logo verifica-se [2a]. Mas, como temos, (a,1) € ¢ e
(b,1) € ®, falha [2b]. Portanto ® ndo é uma correspondéncia biunivoca.

Exemplo 4. Seja Z o conjunto dos ntimeros inteiros e fixemos um elemento n € Z. Seja ¢ a
correspondéncia de Z em Z definida por

Py & y=x+n.

Ora, dado x € Z existe um elemento em 7Z que esta em relacao com z e é tnico, é o elemento
x + n. Logo verificam-se as condigoes [la] e [1b]. Por outro lado, dado y € Z temos que
y = (y—n)+n, donde (y —n)®y. Como y —n € Z, verifica-se [2a]. Suponhamos, agora, que
1Py e x9®y. Entao y = 1 +n ey = a9+ n, donde z; + n = x5 + n e, portanto, 1 = xs.
Logo, também, verifica-se [2b]. Segue-se que ® é uma correspondéncia biunivoca de Z em Z.
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Exemplo 5. Fixo um elemento n € Z, podemos também definir a correspondéncia ¥ de N
em 7 definida por
Wy & y=x+n.

Tal como no exemplo B, esta correspondéncia satisfaz as condigoes [1a], [1b], [2b]. No entanto,
ja nao satisfaz [2a], pois existem y € Z tais que y —n ¢ N, pelo que ndo é uma correspondéncia
biunivoca.

Funcao

Uma funcao é um caso particular de uma correspondéncia. Dizemos que ® é uma FUNCAO
de A em B se for uma correspondéncia de A em B tal que todo o elemento de A estda em
correspondéncia com um tunico de B. Quer dizer que uma funcao de A em B é exactamente
uma correspondéncia de A em B que verifica as condicdes [la] e [1b]. E usual escrever-se
® : A — B para denotar uma funcao de A em B. O conjunto A é designado pelo DOMINIO
ou CONJUNTO PARTIDA da funcao ®, enquanto que B pelo CONTRADOMINIO ou CONJUNTO
CHEGADA. Além disso, se x € A entdo x estd em correspondéncia com um unico y € B e
dizemos (por nao haver ambiguidade) que y é a IMAGEM de = por meio de @, escrevendo-se,

y = ®(z).

Assim, nesta nomenclatura, temos que ® é uma funcao de A em B se sao satisfeitas as
condicoes:

la. todo o elemento de A tem imagem em B:

simbolicamente: |Vz € A ®(z) € B| ;

1b. o mesmo objecto de A nao pode ter duas imagens distintas em B, ou seja nao ha am-
biguidade nas imagens que atribuimos aos elementos de A:

simbolicamente:  |Vz € AVy,,y2 € B (P(x) =y1 AP(x) =y2) = y1 = y2|.

Também é corrente escrever-se
) .
x +— 7y com o mesmo significado que y = ()

ou mais simplesmente, quando nao haja confusao em relacao a que funcao nos estamos a
referir, x — y.

Note-se que na notagao de conjuntos, se ® é uma funcao de A em B entao é um subconjunto
do produto cartesiano A x B, no qual cada x € A aparece como 1° termo em um, e somente
um, par ordenado de A x B que é o par (z, ®(x)), isto é

¢ ={(z,P(x)): x€ A} CAX B.

Exemplo 6. A correspondéncia do exemplo B, é uma fungdo do conjunto de todos os seres
humanos vivos no conjunto N, uma vez que sao verificadas as condigoes [la] e [1b].

Exemplo 7. Consideremos a correspondéncia do exemplo Bl que, como verifica as condigoes
[la] e [1b], é uma fungdo de A em B. Entao podemos escrever ¢ : A — B e temos

Ola) =1,0(b) = 1,8(c) = 3, B(d) = 2.
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Alternativamente, podemos escrever

®d . A—B
a—1
b—1
c— 3

dr— 2.

Exemplo 8. As correspondéncias dos exemplos Hl e Bl sao fungoes pois ambas satisfazem as
condigdes [la] e [1b]. Dado um elemento arbitrario x € Z, a sua imagem por meio de ¢ é
2 + n. Assim, podemos escrever

¢ . Z—7Z
r—x+n,

ou, também, & = {(z,z+n):z € Z} CZ x Z.
Do mesmo modo podemos escrever

v : N—Z

rTH—— T +n

ou V={(z,z+n):2eN} CNxZ.

Igualdade de funcoes

Dizemos que duas funcoes sao IGUAIS se tiverem igual dominio, igual contradominio e coincidi-
rem em todos os elementos do dominio. Assim, dadas as fungoes @ : A — Be V:C — D
diremos que sao iguais, e escreveremos ® = U, se

() A=c,
(i) B= D,
(iii) ®(x) = ¥(x) para todo o elemento = do dominio.
Exemplo 9. Consideremos as funcoes
®:{1,2,3} — {1,2,3,4} ; T:{1,2,3} — {1,2,3,4}
definidas por
O(z)=x+1 (x€{1,2,3}) ; Y(1)=2,¥(2)=3,¥(3)=4.

Estas fungoes tém igual dominio, o conjunto {1, 2, 3}, igual contradominio, o conjunto {1, 2, 3,4},
e coincidem em todos os elementos do dominio. Logo sao iguais e podemos escrever & = W.

Exemplo 10. Consideremos as funcoes ®, ¥ definidas por

O(z) =2 para 0<x < 1;
U(r) =2 para —1<x<0.

Embora as regras de correspondéncia sejam as mesmas as fungoes sao distintas, pois tém
dominios distintos.

Exemplo 11. Consideremos a fung¢ao ® do exemplo [l Esta funcao nao é igual a funcao
U :{a,b,c,d} — {1,2,3,4} definida por

T(a) =1, U(b) = 1,¥(c) = 3, (d) = 2,

uma vez que B # {1,2,3,4} — as fun¢oes tém contradominios distintos.
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Funcao injectiva. Funcao sobrejectiva. Funcao bijectiva.

Na definicao de fungao nao exigimos que elementos distintos do dominio tivessem imagens
distintas. No exemplo [, temos que ®(z1) = ®(x2) sempre que 7 e x5 sdo duas pessoas com
a mesma idade. Também nao exigimos que todo o elemento do contradominio fosse imagem
de algum do dominio. No mesmo exemplo, se y = 500 entao nao existe z € A tal que = tenha
500 anos, ou seja tal que ®(z) = y. No entanto, existem fungoes que satisfazem alguma destas
condicoes ou mesmo ambas. Essas fungoes terao um nome especial.

Sejam A e B dois conjuntos e seja ® uma funcao de A em B.

e Dizemos que ® é uma FUNGAO INJECTIVA ou uma INJECGAO se sempre que Tj € Ty
sao elementos distintos de A, entdo as respectivas imagens ®(z1) e ®(z3) sdo elementos
distintos de B. Simbolicamente

\V/IL'l,.I‘Q c A (IL‘l 7é Ty = (I)(ZL'l) 7é (D(l‘g))
ou equivalentemente
Vay, 20 € A (P(x1) = P(22) = 71 = 29).
e Dizemos que ® é uma FUNGAO SOBREJECTIVA ou uma SOBREJECCAO se todo o elemento
de B é imagem de pelo menos um elemento de A. Simbolicamente
Vye Bz € A: ®(z) =y.
e Dizemos que ¢ é uma FUNCAO BIJECTIVA ou uma BIJECCAO se for simultaneamente
injectiva e sobrejectiva. Simbolicamente

Vye B3'z € A: ®(z) =y,

Assim temos que ®: A — B é uma funcao:

e injectiva se ® for uma correspondéncia de A em B que verifica [1a], [1b] e [2b].
e sobrejectiva se ® for uma correspondéncia de A em B que verifica [la], [1b] e [2a].

e bijectiva se for uma correspondéncia biunivoca de A em B.

Exemplo 12. A correspondéncia do exemplo ], é uma fungdo mas nao é injectiva, pois falha
a condicoes [2b], nem sobrejectiva, pois falha [2a].

Exemplo 13. A correspondéncia do exemplo Bl, é uma fung¢ao sobrejectiva do conjunto A no
conjunto B, pois sao verificadas as condigoes [la], [1b] e [2a]. No entanto, a funcao do exemplo
[T nao é sobrejectiva, porque falha [2a] - o elemento 4 ndo é imagem de algum objecto em A.

Exemplo 14. A correspondéncia ® do exemplo B, é uma funcao bijectiva de Z em Z, pois é
uma correspondéncia biunivoca:

2a sobrejectiva: dado y € Z temos
y=o(z) <= y=x+n < z=y—nc’Z.
Portanto y = ®(y — n), com y —n € Z.
2b injectiva: temos

O(x1) =P(x9) <= T1+n=00+n — 7 =1Ts.

lei do corte

No entanto, a correspondéncia ¥ é somente uma funcao injectiva, nao é sobrejectiva porque
nem sempre y —n € N.
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Folha 1: EXERCICIOS (pag. 30, 31 do manual)

O que é contar (seccio 1.1)

1. Quais das seguintes correspondéncias  sao biunivocas? Para as que nao forem biunivocas,
diga quais sao as condigoes da definicao de “correspondéncia biunivoca” que elas violam.

(a) Seja S o conjunto dos seres humanos que nao sao filhos tnicos e considere-se ¢ a
correspondéncia de S para si préprio definida por: dois seres humanos estao em
correspondéncia ® se, e somente se, forem irmaos.

(b) Seja H o conjunto dos homens e seja M o conjunto das mulheres de uma so-
ciedade monogamica que s6 permite casamentos heterossexuais. Considere--se a
correspondéncia ® entre H e M definida por: um homem esta na relacao ® com
uma mulher se, e somente se, forem casados.

(¢) A correspondéncia ® entre Q" e N x N definida por:

m
x®(m,n) se, e somente se, T = —
n

2. Descreva uma correspondéncia biunivoca entre as sequéncias estritamente crescentes de
comprimento 5 constituidas por elementos de [100], e as sequéncias de 5 niimeros naturais
nao nulos cuja soma é menor ou igual a 100.

3. Mostre que o niimero de sequéncias binarias de comprimento n que contém exactamente
um bloco da forma 01 é igual ao niimero de solucoes naturais da equagao x1+xo+r3+14 =
n—2.

4. (a) Indique as partigoes conjugadas de:
6+4+4+2+141,
8+5+3+2,
3434+3+3+2+2+2,
e b +4+4+4+41.
(b) Observe nos exemplos anteriores que, se uma partigdo tem k parcelas, entao a sua
partigdo conjugada tem como maior parcela o nimero k (e vice-versa). Argumente

que o numero de partigoes numéricas de n com k parcelas é igual ao nuimero de
particoes numeéricas de n cuja maior parcela é k.

5. Mostre que X e X x {a} tém a mesma cardinalidade.

6. Dé um exemplo de uma funcgao injectiva que nao seja sobrejectiva e de uma funcgao
sobrejectiva que nao seja injectiva.

*7 Seja S o conjunto de todas as sequéncias de elementos de [6]. Considere Sg =
{se€ S:asomadeséb6}eS;={seS:asomadeséT7} Mostre que

#5’7 - 2#56 - 1

(Isto significa que ha quase duas vezes mais maneiras de obter uma soma de 7, quando
se vao rolando dados, do que obter uma soma de 6.)
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10

*11

12

*13

A igualdade “#(X UY) = #X + #Y7 falha se ndo se exigir que os conjuntos X e
Y sejam disjuntos. Aponte, na demonstracao que démos desta igualdade, o passo (ou
passos) onde se utiliza a hipétese de que X e Y sdo conjuntos disjuntos.

Se ®: A — B é uma bijeccao, a que é igual ® o ®1? E a que é igual ®~! o d?

Duas fungoes sao iguais se, e somente se, tiverem o mesmo conjunto de partida, o mesmo
conjunto de chegada e se tiverem os mesmos valores nos mesmos elementos (critério de
identidade de fungoes). Dadas trés fungoes ®: A — B, ¥: B — C e YT: C — D, mostre
que (TYoW¥)od =To (Vod).

Seja A um conjunto de pessoas e B o conjunto dos meses do ano. Considere-se a funcgao
$: A — B em que, para todo a € A, (a) é o més de aniversario de a. A que é igual
A Junno! Quando é que pode garantir que hé pelo menos trés pessoas que fazem anos no
mesmo mes”?

Mostre que num conjunto (finito) com duas ou mais pessoas, ha sempre duas que tém
exactamente o mesmo numero de amigos.
[Sugestao: Utilize o teorema dos cacifos.]

Mostre que numa sequéncia de n?+1 ntimeros naturais distintos, ou h4 uma subsequéncia
estritamente crescente de comprimento n + 1, ou ha uma subsequéncia estritamente
decrescente de comprimento n + 1.

[Sugestao: Dada uma sequéncia ay, as, ..., a,241, faga corresponder a cada k € {1,2, ...,
n? + 1} o par (cx,l), onde ¢ é o comprimento da maior subsequéncia estritamente
crescente que comeca em ai € [ é o comprimento da maior subsequéncia estritamente
decrescente que comeca em ay,.]

Nota: Os exercicios com * tém um grau de dificuldade mais elevado.
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Folha 1: SOLUGAO/RESOLUGAO DETALHADA

1. (a) Nao. Consideremos, por exemplo 3 irmaos distintos que designamos por a, b, c.
e falha [1b]: temos a®b e adc, mas b # ¢;
e falha [2b]: temos a®c e bdc, mas a # b.

(b) Nao, porque existem homens solteiros e mulheres solteiras. Sejam, por exemplo, h
um homem solteiro e m um mulher solteira.

e falha [la] - como h é solteiro nao existe y € M tal que hdy;
e falha [2a] - como m é solteira nao existe z € M tal que zPm.
(c) Nao:

e falha [1b] - por exemplo 2®(2,1) e 20(4, 2) porque 2/1 =2 =4/2, mas (2,1) #
(4,2);
e falha [2a] - por exemplo (0,1) € NxN e nao existe x € QT tal que x = 0/1 = 0.

2. Alguns esclarecimentos prévios:

e Uma SEQUENCIA é um agrumento ordenado de elementos. Se usamos k elementos
dizemos que temos uma sequéncia de comprimento k:

aiag...ag.

Duas sequéncias sao iguais se tém igual comprimento e se os elementos na mesma
posicao sao iguais

a1Qs...a; = biby...by <— k=1t AN a1 = bl,CLQ = bz, vy Qg = by..

As sequéncias de comprimento k estao em correspondéncia biunivoca com os k-
uplos:

ayas...ax < (ai, as, ..., ax).
Por exemplo, s = 1426 é uma sequéncia de comprimento 4 e pode ser identificada
com o 4-uplo (1,4,2,6).

e Uma SEQUENCIA BINARIA é uma sequéncia formada por 70” e ”1”. Por exemplo,
1001, 0111011000 sao sequéncias bindrias, a primeira de comprimento 4 e a segunda
de comprimento 10. Podemos construir uma correspodéncia biunivoca entre:

x 0 conjunto de todas as sequéncias bindrias de comprimento n = Seq,

% 0 conjunto dos subconjuntos de um conjunto com n = P({1,2,...,n}) = P([n])

e isso prova que os conjuntos Segq, e P({1,2,...,n}) tém a mesma cardinalidade -
ver proposicao da pagina 23 do manual.
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No caso deste exercicio pretende-se construir uma correspondéncia biunivoca = funcao
bijectiva entre dois subconjuntos de Segs:

A= {S = 102030405 ‘ 1< <as<az<ayg<as< 100} C S€Q5
5
B = {S = b1b2b3b4b5 | bz Z ]_, sz S 100} C SGQ5

i=1
Vamos fazé-lo da maneira seguinte: seja f: A — B definida por:

5 = a1a2a30405 e = ai(ag — ay)(ag — ag)(ay — az)(as — ay).

isto néio é um produto, é uma seq. de nimeros
Por exemplo, temos:
12345@ 11111 — nestecaso ay =1,a0 =2,a3 =3,a4 =4,a5 =95
14253233»L 132171 — neste caso a1 = 1,as =4,a3 = 25,a4 = 32, a5 = 33
96979899100 > 961111 — neste caso a1 =96,as = 97,a3 = 98,a4 = 99, a5 = 100

Resta provar que f é uma fungao bijectiva.

Para provarmos que f é uma fungao de A em B temos de provar duas condicoes:

la. todo o elemento de A tem imagem em B:
Seja s = ajasaszagas € A. Temos

aq +(GJ2 —(11) + (a3—a2)+(a4—a3) + (a5 —a4) = Q5 S 100

donde s’ = ay(ay — ay)(az — az)(ay — a3) € B.

1b. o mesmo objecto nao pode ter duas imagens distintas, ou seja que nao ha ambigui-
dade nas imagens que atribuimos aos elementos de A:

Vs, € A(s=s = f(s) = f(5)).
Vamos provar esta condigdo juntamente com [2b]. De facto, em [2b] temos
Vs, s € A(f(s)=f(s) = s=1¢).
Assim basta provar que
Vs, s € A(f(s)=f(s) < s=1¢).
1b, 2b. Dados quaisquer s = ajasazay, s = bibybsb, € A, tem-se

flarazazasas) = f(b1babsbybs)
o (ll(CLQ - al)(ag - CL2)(CL4 - CL3)(CL5 - (14) = b1<b2 - bl)(bg — bQ)(b4 — b3)(b5 — b4)

( (
ap = by ap = by
ag —ay =by — b as = by
/
a3—a2:bg—b2 <~ a3:b3 <~ S=S.
por def. de seq., por def. de seq.,
elem. na mesma as — ag = b4 — b3 ay = b4 elem. na mesma
posicao sao iguais posicao sao iguais
\a5—a4:b5—b4 a5:b5

\

Deste modo, provamos em simultaneo que valem as condigoes [1b] e [2b]. Como
também j& provamos [la], entdo f é uma fungao injectiva de A em B.
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2a. [ é sobrejectiva: Seja s' = bybybsbybs € B. Entao

5
1§b1<b1—|—l)2<bl+b2—|—l)3<bl+b2+b3+b4<Zbi§100,
=1

donde
s =by1(by + ba) (b1 + by + b3) (b1 + by + bz + by)(by + ba + bg + by + b5) € A.
Além disso, f(s) = bibabsbybs = ', 0 que prova que f é sobrejectiva.

Portanto f é uma correspondéncia biunivoca entre A e B, como se pretendia provar.

[Nota: Pode usar os exemplos indicados para entender melhor os argumentos apresen-
tados para o caso geral.]

3. Uma sequéncia bindria s de comprimento n que contém exactamente um bloco da forma
01 consiste num bloco de uns (de comprimento ¢;, digamos), seguido de um bloco de zeros
(de comprimento ¢;), seguido do bloco 01, seguido de um bloco de uns (de comprimento
c3) e, finalmente, seguido de um bloco de zeros (de comprimento cy):

Note que os valores c1, ¢, c3 € ¢4 podem ser zero, i.e., os blocos podem nao existir. Por
exemplo, para n = 10 temos os seguintes exemplos

mas

nao sao sequéncias nas condigoes pedidas. Consideremos entao o conjunto
A = {s € Seq,: s tem exactamente um bloco da forma 01}.
Atendendo as consideracoes acima, temos

s€e€A <— s=1...10...0011...10...0comey+cy+cz+cs=n—2
—— ——
c1 c2 Cc3 C4
S = tem c; uns
So = tem cy zeros
< 5 =251582,0185354 onde 2 2 eci+ctcegt+cep=n—2.
Ss3 = tem c3 uns

S, = tem c4 zeros

Por outro lado, uma solucao natural da equacao xy + z2 + 23 + x4 = n — 2 é um 4-uplo
(1, g, a3, ) € N* tal que oy + a9 + a3 + a4 = n — 2. Assim, o conjunto B a tomar é

B ={(ai,as,as3,04) € N*: a; + g + as + ay =n — 2}.
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Agora consideremos a correspondéncia

S = tem ¢ uns
f So = tem cy zeros
s =5182015384 — (c1,Co,c3,c4) onde
S3 = tem c3 uns

S, = tem cy zeros

Temos de provar que f é uma funcao bijectiva.

la. Seja s = 51590153584 € A com os s; como indicado acima. Logo
¢; = comprimento de s;, ¢=1,2,3,4
e, portanto, n = ¢y + ¢ + 2 + ¢3 + ¢4. Segue-se que ¢; + ¢+ ¢c3+c4 =n — 2, e isso
prova que f(s) = (c1,co,c3,¢4) € B.
1b, 2b. Sejam

s = tem c; uns

Sy = tem cy zeros
$=51801s835, € A com

S3 = tem c3 uns

sS4 = tem c4 zeros

t; = tem d; uns

ty = tem dy zeros
t=t,t01t3¢, € A com { ° 2

t3 = tem ds uns

ty = tem dy zeros

f(S) - f(t) -~ (01702703704) == (d17d27d37d4) = C1 = dlacZ == d27c3 - d37c4 - d4
<81 =11,52 =1t2,83 =13,84 =ly & s=1.

2a. Seja (a1, 9, a3,04) € B. Entdo o; € N, i =1,23de a1+ +az+ay=n—2.
Agora seja

Slzl...l, SQZQ...Q, ngl...l, 84:Q...Q.
~—— —— ~—— ~——

aq a2 as Qg

Consideremos s = s1 5201 s3 s4. Por construgao s € A etemos f(s) = (g, g, ag, ay).

Portanto f é uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos A e B. Isso prova que

44 =4B.

4. (a) Fazemos os diagramas de Ferrers da cada particdo. Os diagramas das partigoes
conjugadas obtém-se trocando as linhas por colunas. A particao correspondente ao
diagrama obtido é a particao conjugada da inicial. Temos entao

6+4+4+2+1+1<—>: * H: — 64+4+4+3+43+1+1
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8+5+3+2¢ ° 7 - o d4+4+4342+2+14+1+1
3+3+3+3+2+2+2(—) . . e < e . . . . . . <—>7+7~|»4
5+4+4+4+1<—) . ° . . — e ° . ° <—>5+4+4+4+1

A 1ltima particao coincide com a sua conjugada e, portanto, diz-se auto-conjugada.

5. A fungdo que a cada elemento x € X faz corresponder o par ordenado (x,a) é uma
correspondéncia biunivoca.

6. Por exemplo, a fungao f: {1,2} — {1,2,3} tal que f(1) =1, f(2) = 2 é injectiva, mas
nao ¢é sobrejectiva. A fungao f: {1,2,3} — {1,2} tal que f(1) =1, f(2) =1, f(3) =2
é sobrejectiva, mas nao ¢é injectiva.

7. Por definicao
s:alaz...ak657 — agta+---Fap="7.

Por exemplo:
s1=115,8=151,s3=16,s5,=13111¢€ 5.

Podem acontecer, 2 casos possiveis ou a; = 1 ou a; > 1:

e a; = 1. Entao a sequéncia tem a forma
S=ai1ay...0_1Qr = A1Q2 ...Ak_11 etemos a; +as+ - -+ap_1+1=7

e, portanto,

s'=ajay...a5_1 €S e |s=5s1= sequéncia de Sg seguida de 1.

e a; > 1. Entao a;, = (ar, — 1) + 1 e a sequéncia tem a forma

s=aay...a; com |s =ajas...(ap—1) € Sg|.

Portanto, toda a sequéncia de S7; pode obter-se de uma das seguintes duas maneiras
(exclusivas): ou uma sequéncia de Sg seguida do termo 1, ou adicionando uma unidade
ao ultimo termo de uma sequéncia de Ss. Note que este ultimo caso nao se pode obter
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10.
11.

quando a sequéncia consiste apenas do nimero 6, uma vez que 7 nao é uma entrada
permitida. Logo

#S57 = #56 + (#56 — 1) = 245, — 1.
(Isto significa que ha quase duas vezes mais maneiras de obter uma soma de 7, quando
se vao rolando dados, do que obter uma soma de 6.)

. A funcao ®, definida na demonstracao, nao serd bijectiva se X NY # 0. Seja, pois

a € XNY. Sejam ®;: [n] = X e ®y: [m] — Y duas bijecgdes, como na demonstragao.
Entao, em particular, ®; e ®5 sao funcoes sobrejectivas. Logo

di€n]:a=o1(z) , 3Tj€m]:a=Dj).
Portanto, na defini¢ao de ®: [n +m] — X UY vamos ter
(i) =P1(i) =a , P(n+j)=Dn+j—n)=0(j) =a

com
1<n , n+j>n

Deste modo, temos
(i) =d(n+j) e i#n+j

ou seja ® nao é injectiva.
dod! =idp eq)_locI):idA.
Aplicar o critério e identidade de funcoes referido no enunciado.

Neste exercicio vamos aplicar a proposi¢ao da pagina 26:

Sejam A e B dois conjuntos finitos. Seja ®: A — B uma funcao. Dado b € B
temos

Ay ={a € A: (a) =b}.
Se #A > r - #B entao existe b € B tal que #A, > r.

Consideremos os conjuntos
A={a:aépessoa} , B={b:bémés doano} = {Janeiro, Fevereiro,...,Dezembro}.
Consideremos a correspondéncia

® : A— B
a — ®(a) = més de aniv. de a,

Por outro lado, temos
Ajunno = {a € A: a faz anos em Junho}.
Suponhamos que #A > 25. Sabemos que #B = 12. Entao
HA=25>24=2-12=2-#B.
Entao, pelo resultado acima, existe um meés b € B tal que
#A, > 2.

Portanto, podemos garantir que ha pelo menos trés pessoas a fazer anos no mesmo mes
desde que A tenha pelo menos 25 pessoas.
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12. Neste exercicio vamos aplicar o Principio dos Cacifos (ver pagina 26):

Sejam A e B dois conjuntos finitos tais que #A > #B. Entao nao existe
uma funcao injectiva ®: A — B.

Seja A um conjunto finito de pessoas e suponhamos que #A > 2. Para cada a € A,
seja A(a) ={b€ A|b+#a,béamigodea} C A\ {a}. Note que #A(a) é o nimero de

amigos da pessoa a. Temos 3 casos a considerar:

1° caso: Todas as pessoas de A tém amigos, isto é, Va € A, 1 < #A(a) < n — 1. Neste
caso, consideremos a correspondéncia

®: A — {1,2,...,n—1}=[n—1]
a — $#A(a) '

Como #A =n > n—1 = #[n — 1], ® nao é injectiva - pelo Teorema dos Cacifos.
Portanto, existem pessoas a # a’ tais que ®(a) = ®(a’), ou seja existem duas pessoas
com o mesmo numero de amigos.

2° caso: Apenas uma pessoa de A nao tem amigos, isto é, 3la € A: #A(a) = 0. Logo
A" = A\ {a} tem n— 1 pessoas e todas as pessoas de A’ tém amigos, isto é, Va’' € A’ 1 <
#A(a') <n — 2. Neste caso, consideremos a correspondéncia

. A — {1,2,...,n—2}=[n—2]
a — F#A(d) '

Pelo Teorema dos Cacifos, ® nao é injectiva, logo existem duas pessoas com o mesmo
nimero de amigos.

3° caso: Existem, pelo menos, duas pessoas sem amigos. Sejam elas a e b. Logo #A(a) =
0 = #A(b) e, neste caso, o resultado também estd provado.

Note-se que estes casos sao todos os possiveis e, como em cada um deles, provamos que
existem duas pessoas com o mesmo numero de amigos, entao o resultado esta provado.

13. Comecemos por ilustrar este resultado com trés exemplos paran =2 (logon®>+1=5e
n+1=3):

e Para a sequéencia s; = 15234 temos:

— s = 1234 é a maior subsequéncia estritamente crescente de s; e tem compri-
mento 4 - logo também h&a subsequéncias estritamente crescentes de compri-
mento 3.

— Nao ha subsequéncias estritamente decrescentes de s; com comprimento 3.
e Para a sequeéncia sy = 52314 temos:

— s5 = 234 é a maior subsequéncia estritamente crescente de sy e tem compri-
mento 3.

— 55 =521 e sy = 531 sao subsequéncias estritamente decrescentes de sy com
comprimento 3 (e este ¢ maximo).

e Para a sequeéencia s3 = 51432 temos:

— Nao ha subsequéncias estritamente crescentes de s3 com comprimento 3.
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— s% = 5432 é a maior subsequéncia estritamente decrescente de s3 e tem com-
primento 4 - logo também ha subsequéncias estritamente decrescentes de com-
primento 3.

Neste exercicio voltamos a aplicar o Teorema dos Cacifos.
Seja s = ajay---a,24; uma sequéncia de comprimento n? + 1. Para qualquer k €

{1,2,...,n? 4+ 1}, sejam

cr = comprimento da maior subsequéncia estritamente crescente
que comeca em ay
/), = comprimento da maior subsequéncia estritamente decrescente

que comeca em ay

Suponhamos, com vista a um absurdo, que ¢, < n+ 1 e ¢, < n+ 1 para qualquer
k € {1,2,...,n* + 1}. Entao, os pares (cx,{x) estao todos no conjunto [n] x [n] =
{(4,7): 1 <1i,5 <n}; dito de outro modo,

{(crlr): 1 <k <n®>+1} C[n] x [n].
Sendo assim, temos

#{(cr, ) 1 <k <0+ 1) < #([n] x [n]) = #[n] - #[n] = n*.
Consideremos a aplicacao

D: n?+1 — {(ar,le):1<k<n*+1}
k — (Ck,gk) ’

Pelo Teorema dos Cacifos, esta aplicagdo nao é injectiva e, portanto,
existem k, k' € [n? + 1] tais que k # k' e ®(k) = ®(K').

Quer dizer que,

(ck, bp) = ®(k) = (k') = (cpr, bpr) com k # K

ou seja, ¢ =cp e b, =Ll e k£ k. Ora
k4K < k<K ouk <k.

Vamos supor que k < k' (se for k' < k, argumentamos da mesma forma). Entao na
sequéncia dada
S = a1z - - -0ap241

se for ap < ap, vem ¢ > ¢ + 1, 0 que ndo pode acontecer (porque ¢x = c¢p). Por
conseguinte, terd de ser ap < ai (porque k # k' e as sequéncias sdo de nimeros distintos).
Mas neste caso, temos ¢ >l + 1, 0 que também nao pode acontecer (porque ¢ = {y/).
Chegamos a um absurdo, logo s = ajas - - - a,,2 1 tem a propriedade pretendida, isto é: ou
¢k =n+ 1 (e, portanto, s tem uma sequéncia estritamente crescente com comprimento
n+ 1 que comega em ay), ou ¢, = n+ 1 (e, portanto, s tem uma sequéncia estritamente
decrescente com comprimento n + 1 que comeca em ay).
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