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exalne época normal
proposta de resolucao

1. Calcule os seguintes limites:

_ 22% + e 3% sin(5x)
a) lim 5
T—>+00 x?+5
b) lim (z — 1) cos (5)

o=l 28— a2 —w 417

Resolucgao:
a) O limite liril sin(5x) ndo existe, pelo que vamos separar uma par-
T—r+00

cela contendo este termo e tentar usar ai o Teorema dos limites enqua-
drados.
22% + e 3 sin(5x) , 222 . e sin(5x)

Sendo lim = lim lim ————=
T—+00 r2+5 z—400 T2 4+ 5 * T——+00 r2+5 ’

vamos calcular cada um destes limites em separado.
2

2 .. . A . 3 ~ .
Parcela 22— : O limite lim d& uma indeterminacao do tipo
z“+5 P
==. Dividindo o numerador e o denominador pelo termo de maior grau,

2 2
22, concluimos que o limite anterior iguala lim = = =

_3x s
Parcela %ﬂ:’éw): Temos —1 < sin(bz) < 1 e, sendo e™3* > 0

para todo o z € R, temos —e 3 < e ¥sin(br) < e 3. Como

lim —e ™3 = lim e 3® =0 entdo, pelo Teorema dos limites enqua-
T—+00 T——+00
drados, temos lim e *sin(5xz) = 0.
T—r+00

=3 o3 5
Logo, também lim M = 0.

—~+00 2 +5

2 2 —3x o3 5
Conclusdo: O limite pedido & lim —- - sn(52) _ 94 0=2.
r——+00 x4 4+ 5




b) A funcdo cos(z) ¢ bésica, logo a sua composi¢ao com 0 monémio 5
é uma funcao elementar e daf resulta que o produto e o quociente dessa

.o~ . .o, (z—1) cos(%x) . B ~
composi¢ao com dois polinomios, ———5—-=7%, seja também uma fungao

elementar e, portanto, continua. Podemos entao fazer o calculo directo

—1 ™
de lim cos (Ex) = 0 e também de lim (z — 1) cos (Qx)
rx—1 2 r—1 $3—;p2_$+1

indeterminacao do tipo %. Factorizando o polindmio no denominador
da forma P(z) = (x — 1)Q(x) para tentar levantar a indeterminagdo,
usando a Regra de Ruffini, obtemos

1 -1 -1 1

, 0 que da uma

1 1 0 —1
T o
1 i
isto é, x3—x2—x+1 _ (l,_l)(x?_l),oque dé}}ig% f;_x);isx(ixf —
oo Deos (§r) L cos (§a)
o1 (z—1)(22—1) o= (22 —1)

dar uma indeterminacao do tipo %.

Este ultimo limite continua a

Vamos tentar usar a Regra de Cauchy para resolver este limite. Seja

f (=)

x) = cos(Zz) e g(x) = x* — 1. Sabemos que lim —— d4 uma
indeterminacao do tipo %.
Consideremos o intervalo I =|0, 400 ou outro da forma I =|a, b[ onde
O<a<leb>1,talquel €l eem I\ {1} afungio ¢'(z) = 2z nao
se anule. Neste intervalo as funcoes f(x) e g(x) sao diferenciaveis pois
f(z) é a composigdo da fungao diferenciavel cos(z) com o monémio
7, estando este no dominio da fungdo cos(z) que é R, e g(x) ¢ um
polinémio.
A derivada da funcao f(z) é f/(z) = —Zsin(3z) e estd definida em

é

2
I'\ {1} e a derivada de g(z) é ¢'(z) = 2z que esta definida e nao se
anula em I\ {1}.

Vamos agora calcular o limite

G 1 € )

s
rz—1 g/(x) r—1 2x z—1 2 Z

Podemos entao concluir, pela Regra de Cauchy, que

lim M = lim M = lim f() 7T.
z—1 (xQ = 1) z—1 g(q;) z—1 g’(gc) 4




2. Considere a funcao f : R — R com expressao

6m+1_|_1._|_1

2+ 1 v <0

fz) =

2? —xsin(rr) +2 x>0

a) Estude a continuidade de f.

b) Estude a diferenciabilidade de f indicando Dy, o maior dominio
possivel para a sua derivada, e a expressao de f’ nesse dominio.

Resolucgao:

a) Primeiro ramo: A funcao e® é uma funcao basica e, portanto
continua. A sua composi¢ao com o polinéomio =+ 1 é também continua
e esta definida pois o polinémo é uma funcao continua e estd sempre
no dominio da exponencial que é R. A soma e o quociente dessa funcao
composta com dois polinomios é ainda uma funcao continua. Para além
disso a funcdo no denominador nunca se anula pois t € R = 22 > 0 =
2?2+1 > 1> 0. Portanto a funcao %ﬁ“ ¢ continua em R e podemos

concluir que f(z) é continua em | — oo, 0.

Segundo ramo: A funcao z* — zsin(7wz) + 2 é elementar e, portanto,
continua em R. E elementar pois ¢ obtida a partir das funcoes basicas:
fungdo sin(x) composta com o monémio 7z (sempre no dominio R
da funcao sin(z)), monémio 22 e fungdo constante 2 (por adigdo), e
identidade (por multiplicagao). Logo f é continua em |0, 400l

Ponto £ = 0: No ponto x = 0, o limite lateral a esquerda

: Lozl O 0+1 ,
xlig{ flz) = xli%lf A1 ® 0T = e + 1 difere do valor

da funcdo no ponto: f(0) =0— 0 x sin(0) + 2 = 2, logo a fungao f(x)
nao ¢ continua em 0. O calculo directo do limites lateral é possivel pois

o z+1 4 A <
a funcao % ¢ continua tal como mostrado atras.

Conclusao: A fun¢ao f(z) é continua em R\ {0} e descontinua em
x = 0.




b) Ponto z = 0: Pela alinea anterior sabemos que f nao ¢ continua
em = = 0, logo f nao é diferenciavel em x =0, isto ¢ 0 ¢ Dy,

Primeiro ramo: A funcao e* é uma funcao bésica e, portanto diferen-
ciavel. A sua composicao com o polinémio x+ 1 é também diferenciavel
pois o polinémo é uma funcao diferenciavel. A soma e o quociente dessa
funcao composta com dois polindémios é ainda uma funcao diferenciavel.
Portanto f(z) é diferenciével em | — 0o, 0[. Vamos calcular a expressao
da derivada de f neste intervalo:

) = (et 1) (o2 41) (et at1) (a241)  (emF241)(o241) 20 (e" T fatl)
(22+1) (@2+1)° ‘
Segundo ramo: A fungao x? — xsin(rz) + 2 é elementar e, portanto,
diferenciavel. E elementar pois é obtida a partir das funcdes basi-
cas: fun¢ao sin(z) composta com 0 monémio 7z, monémio z? e funcgao
constante 2 (por adi¢do), e identidade (por multiplica¢do). Logo f ¢
diferenciavel em |0, +oo[. A expressdo da derivada de f neste intervalo
é:
f'(z) = (2% — zsin(nz) + 2)' = 2z — sin(7z) — 7z cos(mx).
Conclusao: A funcdo f(z) tem derivada com dominio Dy = R\ {0}
€ com expressao

(e + 1) (2?2 +1) — 2z (e* + 2+ 1)
f(z) = (w2 +1)°

<0

2z — sin(nz) — mx cos(mx) x>0



3. Sejam a,b € R tais que a < be f : [a,b] = R uma funcao duas vezes
diferenciavel tal que f(b) > f(a). Suponha que existe ¢ €|a, b[ tal que
f'(c) < 0. Prove que a funcao derivada de f, f’ tem pelo menos uma
raiz no intervalo [a, b].

Resolucao: Como a funcao f é duas vezes diferencidvel, entao é dife-
renciavel e podemos aplicar o teorema de Lagrange no intervalo [a, b]
que garante a existéncia de p €|a, b[ tal que

f(b) - f(a)

fllp) = —=——

> 0,

pois b —a > 0 e também f(b) — f(a) > 0, por hipotese. Para além
disso, como f’ é continua no intervalo [a,b] e existe ¢ €]a, b] tal que
f'(c) < 0e p €la,b] tal que f'(p) > 0, concluimos que f' muda de
sinal no intervalo I := [min(c, p), max(c, p)] e pelo teorema de Bolzano,
concluimos que f’ tem pelo menos uma raiz no intervalo I C [a, b].



4. Determine a familia de primitivas das seguintes func¢oes reais de variavel
real:
2
a) ze® T+ e cos(be”) — P,

b) (3z +5)e .

Resolucgao:

a) Temos

/ (xe“’j“ + e” cos(be”) — :L‘3> dr =

= /xex2+1d:}c+/e$ COS(5€x)dQZ—/IL‘3dI =

1 1
= 5/2:ve$2+1dx—|— 5/56“” cos(5e”)dx — /xgdx =

2241 ; T 4

e sin(be”)  x
= - —+C, CeR
2 - ) 4 T

b) b) Temos [(3z + 5)e **dx = [3ze *dx + [5e3dx. O segundo
integral indefinido ¢ igual a —2 [ —3e 3 dz = -3¢ 3"+ C, C € R.

Vamos fazer a primitiva¢do por partes de [ 3ze **dz sendo v/ = e™3"

e v =3z, etendou=—3e 3 e v’ = 3. Logo

1 1
/ 3z ¢ dr = —~e " 3x —/——e‘grx 3 dr =
N~ 3 ~~~ 3 ~~~
v —_——— 1 ——

= —gze 4 /egxdx = _—ge 3% —
1 -3z
=—\|x+ § e +C, C eR.
Portanto a familia de primitivas da funcao é

> 1
—ge_?’x - (x+ 5) e +C=—(z+2e*+C, CeR.



5. Calcule a area da regiao definida por

{(w,y) ER?: 0< <4, 0<y < cos(dmr) +2(x+1)+e ).

Resolucao:A area é dada por

/4 (cos(dmz) +2(x + 1) + ™) da =

4

1 4 4
= — [ A4wcos(4mz)dx + 2/ (r+1)dx — / —e Ydr =
4m Jo 0 0
4m 2 0

_ sin(16m) i (E +4) VS sin(0) 9 (9 n O) L0 —

A7 2 47 2
in(16
_Sn(I0m) oy iy as ot
47



