ALGEBRA LINEAR | | 21002

Breve Resolucao

Grupo I.
1 3
1. Tem-se CB=| 10 2|. As outras alineas estdo erradas, por exemplo C? = C x C no faz sentido
-10 0
pois uma matriz com 3 colunas sé pode ser multiplicada (a direita) por uma matriz com 3
linhas.

2. O subconjunto A de R3 é constituido pelos vetores da forma (x, y,x + y), sendo imediato verificar
que (0,0,0) € A. Consideremos agora u e v, dois elementos de A, ou seja daforma u=(x, y, x+
yev=(,y, x'+y). Entdo u+v=((x+x), (y+y), (x+x)+ (y+y") e portanto u+v pertence
a A.

Para qualquer 1 € R tem-se Au = A(x, y, x+¥) = (Ax, Ay, A(x+y)) = (Ax, Ay, Ax+ 1y)), e por-
tanto Au pertence a A. Concluimos entdo que A é um subespaco de R3.

O subconjunto B de R3[x] € constituido pelos polindmios p de grau menor ou igual a 3 tais que
p(1) = p(4). O polindbmio nulo, ou seja o polinémio p tal que p(x) =0,Vx € R, verifica portanto
a condicao p(1) = p(4). Consideremos agora p e ¢, dois elementos de B, ou seja tais que
p) = p(d) e q(1) = q(4). Por definicao de soma de fungbes tem-se (p+ q)(x) = p(x) +q(x) e
(Ap) (x) = A(p(x)). Entdo (p+ q)(1) = p(1) +g(1) = p(4) + g(4) = (p+ g)(4), e para qualquer L€ R
tem-se (Ap) (1) = A(p(1)) = A(p4)) = (Ap) (4), ou seja p+ g e Ap ainda estdo em B. Concluimos
entao que B é um subespaco Rs[x].

O subconjunto C de .#3x3(R) é constituido pelas matrizes A gue comutam com todas as matri-
zes de ordem 3. A matriz nula comuta com todas as matrizes pois 0.X =0= X.0,VX € #;5x3(R).
Consideremos agora A e B, duas matrizes de C, ou seja tais que AX = XA, VX € #3.3(R) e
BX =XB,VX € M3,3[R). Entdo (A+B)X=AX+BX=XA+XB=X(A+B) e (AAX =A(AX) =
AXA) = X(AA),VA € M3x3(R), ou seja A+ B e AA ainda estdo em C. Concluimos entdo que C
é um subespaco #3x3(R).

O subconjunto D de R* é constituido pelos vetores (x, ¥, 2, w) de R* cujas componentes satisfa-
zemx=y+w e z=2x+w, ou de forma mais praticax=y+w e z=2(y+w)+w=2y+3w. A
vantagem € que podemos escrever estes vetores na forma (y+ w, y, 2y + 3w, w) usando ape-
nas as variaveis y e w. E imediato verificar que (0,0,0,0) € D. Consideremos agora u e v,
dois elementos de D, ou sejada forma u= (y+w, y,2y+3w, w) ev=(y'+w', y, 2y +3w', w').
Entao
u+v=[(y+w+0Q'+w), y+y), Cy+3w) + 2y +3uw"), (w+w))
=((y+y)+w+w), y+¥), 2y +y)+3w+wh), (w+wh),
e portanto u+ v pertence a D.
Para qualquer A € R tem-se
Au=A(y+w,y2y+3w, w)

= (Ay+w), Ay, A2y +3w), Aw)

= (Ay+Aw, 1y, 2(Ay) +3(Aw), Aw),
e portanto Au pertence a D. Concluimos entdo que D é um subespaco de R*.

Portanto os 4 conjuntos A,B,C e D sao subespacos.



3. Tem-se det(—2A7'B*C™!) = (-2)3(det A)~'(detB)*(detC) ™! = -8.

1 2 3
4. Tem-se |4 5 6/=6(a—-8)#0 < a #8, e portanto Va # 8 existe uma Unica solucdo. Para a =8
7 a 9
sabemos que o sistema pode ser indeterminado ou impossivel.

1 2 3|1 1 2 3|1

Temos que |4 5 6 2] — [0 3 6|2]| e portanto a caracteristica da matriz é igual a
7 8 93 0 0 0/0

caracteristica da matriz aumentada que é 2. Como 2 é menor que 3 (0 numero de variaveis) o

sistema é indeterminado.

Grupo Il.

(i) A é invertivel pois detA = —% # 0. Usando transformacdes elementares sobre linhas obtemos

-2 -36 60
Al=3-4512 25 30
15 12 -20

1/90 1/8 -—-1/12 1/90 1/5 -1/3
(ii) A matriz dos cofatores é | 1/5 —5/36 —1/15|, a matriz adjunta é 1/8 —-5/36 -1/6|, e
-1/3 -1/6 1/9 -1/12 -1/15 1/9
portanto
. 1 . 540 1/90 1/5 -1/3 3 -2 -36 60
:d AadJA:—— 1/8 -5/36 -1/6 :4— —-45/2 25 30
et “1/12 -1/15 1/9 31 15 12 —20
Grupo lll.

(i) Comecemos por fazer operacdes elementares sobre linhas na matriz ampliada do sistema, de
forma a obter uma matriz em escada:

1 2 3 -3 | a 1 2 3 -3 | a ] 1 2 3 -3 a
2 -5 -3 12 | b| — 0 -9 -9 18 | b-2al — [0 -9 -9 18 | b-2a| —
71 8 5 | /|7 1 8 5 | ¢ |®"™Mo -13 -13 26 | c-7a] "9~
1 2 3 =31 a ] 123 -3 | a
—~lo 1 1 -2 22| . Jo11 -2 | 2a-b
1, O | +13k 13
9210 -13 -13 26 | c—7a] 000 0 | c-7a+32a-b)

O sistema tem solucdo se e sé se nesta Ultima matriz a Ultima linha sé tiver zeros (caso con-
trério a dltima linha representa uma equacao impossivel, ou, justificacdo alternativa, a carac-
teristica da matriz do sistema é inferior a caracteristica da matriz aumentada, 2 < 3).

Resta ver que a equacao c—7a+ %(Za— b) =0 é equivalente a que é dada no enunciado:

13 13
c—7a+?(2a—b):0©c:7a—?(2a—b)@90:63a—13(2a—b)®9c:37a+ 13b.



(ii) Substituindo na matriz anterior a por 2 e b por 4 (e ¢ por %(37 x 2+ 13 x 4), caso contrario o
sistema serd impossivel, como vimos em (i)), ficamos com a matriz

1 2
0 1
00

gue representa o sistema, equivalente ao sistema inicial (coma=2,b=4ec= %(37><2+ 13x4)),

X+2y+3z-3w=2
y+z-2w=0 )
0=0

gue é equivalente ao sistema

X+2(-z+2w)+3z-3w=2
y=—-z+2w

equivalente ao sistema
XxX=2—-z—w
y=—-z+2w
O conjunto das solugdes do sistema é assim {(x,y,z,w) € R* taisque x=2-z—w e y=

—z+2w}.

(Note-se que hé varias formas diferentes de representar este conjunto e ndo é obrigatério
escolher z e w como incégnitas livres.)

Grupo IV. Para A= a Z (onde a, b, c,d € C) temos
z2_la blla b]_ a’*+bc ab+bd
“|lc d||c d| |ac+cd bc+d?

a’?+ad ab+bd
ac+cd ad+d?*|

(wAA=(a+d)A=| " e (@+dd

(a+d)a (a+d)b]

Caso a matriz A ndo seja invertivel as duas matrizes acima sao iguais, pois nesse caso o
determinante de A seréd zero, ou seja, ad — bc =0 < ad = bc, e entdo tem-se a® + bc = a® + ad
e bc+d? = ad+d>.

Grupo V. Aplicando o Teorema de Laplace a primeira coluna ficamos com

0o 0 I,

1 1 1

In 0 In-1 0 In-1 0
0 I,, O

Aplicando de novo o Teorema de Laplace a primeira coluna desta Ultima matriz ficamos com

0 I,

0 I,

=(-1)"(-1)"det Iy 0

det [




Im
I, © ] = ((=1)™)"det[In] = (-1)"™.

Portanto temos detD,, ,, = (—=1)"""", ou seja, —1 se n e m sdo ambos impares, 1 nos restantes
Casos.

Repetindo o processo mais n—2 vezes ficamos com det

(Uma forma alternativa de chegar ao mesmo resultado seria pensar em trocar linhas, que
alteram o sinal do determinante, até transformar D, ,, em I, . Quantas trocas seriam ne-
cessarias? Podemos trocar a linha m com todas as que estao por baixo (n trocas), ficando com
0 I,,-1 0
I, 0 0].Aseguirtrocamos a linha m—1 com as n que estao por baixo (mais n trocas),
0 0 1

a sequir a linha m—2, etc. até ficarmos com , que tem determinante 1. No total foram

n

0 I,
mn trocas de linhas até chegar a uma matriz com determinante 1, pelo que a matriz D,
tinha determinante (—1)".)

FIM



