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‘ E-fO'IO A l Instrugbes para a realizagao do E-folio

Algebra Linear Il | 21003

Proposta de resolucao

Esta resolucdo destina-se a verificar a correcéo do e-félio. Ndo se destina
a estudo ou reviséo.

Para enfatizar os pontos importantes, estas resolugbes omitirdao detalhes
gue sao principalmente algoritmicos, como calculos.

Qualquer auséncia de detalhes ndo implica que tal omissao seja aceitavel
nas submissoées dos alunos.

1. (2 valores) Considere a seguinte matriz A € M ,4(C).

1 -1 0 O
1 3 0 0
A= -1 -2 2 -1
-1 -1 0 2

Determine o polindmio caracteristico de A; os valores proprios de A, e
suas multiplicidades algébricas e geométricas; J, a forma candnica de
Jordan da matriz A; e uma matriz invertivel Q tal que J = Q1 AQ.

Resolucao: Calculemos o polinédmio caracteristico da matriz A:

1-X -1 0 0
1 3—X 0 0
—1 -2 2-X -1
—1 -1 0 2—-A

pa(A) = A=A =

R N | 0
=(2-)) 1 3=X 0
-1 -1 2-\
1—X -1 ‘

_ o 2
=@=N7 " 3,

== (1 =NB=N+1)=(2-N?* N =22+4)=(2- )"

Logo, o valor préprio Unico da matriz é a solugédo da equagéo p4(A) = 0,
isto € A = 2 com multiplicidade algébrica ma(2) = 4. Vamos agora
calcular a multiplicidade geométrica de 2.
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1 -1 0 0
1 1 0 0
A=2L=1 | 5 ¢
1 -1 0 0

A primeira, segunda e quarta linha sdo todas multiplas uma da outra,
enquanto a terceira linha claramente ndo é um mdultiplo das outras. Por
isso rank(A) =2 e logo mg(2) = 4—rank(A — 21,) =4 -2 = 2.

Atendendo as multiplicidades algébrica e geométrica sabemos que a
matriz de Jordan J que procuramos € constituida por dois blocos. Te-
mos duas possibilidades: um tem dimens&o 1 e o outro dimenséao 3; ou
ambos tem dimensao 2.

Temos

(A—2I,)* = = Oges.

o O o O
o O OO
o O OO
o O OO

Portanto, a dimensao do maior bloco de Jordan € igual a 2 e obtemos

2100
0200
J_0021
000 2

Para obter a matriz () precisamos de calucular os vectores proprios e
vectores proprios generalizados associados ao valor proprio 2.

Considere Fy(A). Seja z = [z, 7o, 73, 24]7. Temos
Ey={zeC':(A-2L)z =0}

={reC' 2y =—1xy,—x) — 229 — 24 = 0}
={reC' 2y =24 =129}

= {[xy4, —24, 73, 24)7 : 23,05 € C} = ([1,-1,0,1]7, 10,0, 1,0]7).

Para iniciar nossa primeira cadeia, encontremos uma resolucédo de (A —
2I,)v = [1,—1,0,1]7. Isso pode ser feito por eliminagdo padrdo. No
entanto, a resolugdo v = [—1,0, 0, 1] é facil de detectar por inspecéo.

Para iniciar nossa segunda cadeia, encontremos uma resolugéo de (A—
2I)w = [0,0,1,0]". Mais uma vez, é facil de detectar a resolugéo
simples w = [0,0,0, —1].

Pagina2de5



2. (1

Juntando, obtemos a matriz de semelhanca @:

1 -1 0 O
-1 0 0 0
@= 0 0 1 0
1 1 0 —1

(Existem muitas outras solugdes corretas para ()

valor) Seja J € Mgy6(R) uma forma canénica de Jordan com valor
préprio 0, tal que ma(0) = 6 e mg(0) = 2. Suponha que J tenha um
vetor préprio generalizado v de ordem 4.

Com justificagao, encontre todas as matrizes J que satisfazem as pro-
priedades dadas.

Resolugdo: Porque ma(0) = 6 = dimR®, 0 é o Gnico vetor proprio de
J. Portanto, todos blocos de Jordan de .J tém a forma J;(0) para alguns
k.

Porque mg(0) = 2, J tem dois blocos de Jordan J(0) e J/(0). Além
disso, k£ + k' = 6. Isso resulta em 5 ocdes para J.

(00000 0] (01000 0]
001000 000000
s_|00010o0r 0 1000100
0000T10]| 0000T10]
000001 000001
(00000 0] (00000 0]
(01000 0] (01000 0]
001000 001000
s |00000 0 1000100
0000T10]|° 000000
000001 000001
(00000 0] (00000 0]

(01000 0]

001000

s_|000 100

000010

000000

(00000 0]
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Precisamos verificar quais dessas matrizes tém um vetor préprio gene-
ralizado de ordem 4. Seja (ey, e, €3, €4, €5, €6) @ base canodnica de RS.
Entao

(Jl — 0]6)365 = J?€5 = J1264 = J1€3 = €2 7é 0

(Jl - 0]6)465 = Jf€5 = Jl(Jf€5) = J162 =0.

Portanto e, € um vetor préprio generalizado de ordem 4 de .J;. Similar-
mente
(JQ - 0]6)366 = €3 7é O, (JQ - 0]6)466 0

(J4 — 0[6)364 = €1 7é O, (J4 — 016)464 O,
(J5 — 0]6)364 = €1 7é 0, (J4 — 0]6)464 = 0.

Portanto, J,, Jy, € J5 tém um vetor préprio generalizado de ordem 4.

Considere J;. Temos

(J5 —01)* = J3 = JsJ2 = Js = Ogx6

O OO O oo
OO oo o
S OO O oo
S OO O oo
SO = OO O

[l eloNol S

Portanto (J3 — 0ls)3v = Ogx para todos v € R% e J; ndo tem um vetor
préprio generalizado de ordem 4.

Em conclusao, J é uma das matrices J1, Jo, Jy, Js.

3. (1 valor) Considere a aplicagéo -|- : C x C — C definida por:

z|lw = zw.

Quais dos axiomas A1, A2, A3, e A4 (Def. 2.10) s&o validos para a
aplicagéo |-?

Resolucao: A1: Sejam z; = x1 + Y11, 20 = X9 + yot, w = ' + /i € C,
T1, Y1, xz,yg,l’,, y, € R. Entao

(21 4+ 22)|w = (21 + 22)w = ((21 + Y1) + (22 + yoi))w
((z1+22) + (Y1 + y2)i)w
= ((x1 4+ 32) = (1 + y2)i)w
= ((z1 — y1d) + (22 — y2i))w
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= (21 — yri)w + (T2 — Yai)w

= Z1w + Zow = z1|w + z|w

Pois, axioma A1 é valida.
A2:Sea =1,z =w =1, temos
(a)|w=(i-1)1=il=i-1=1
mas a(w|z) =i(1|]1) =i(1-1)=i(1-1) =i -1=1.
Logo, axioma A2 nao é valida.

—1

A3: Sejam z =z +yi,w =2+ y'i € C, x,y,2’',y € R. Entéo

zlw = zZw = (x — yi) (' + /i) = x2’ + yy' + (2 — ya')i

e

w|z = wz = (2 — y'i)(z +yi) = 22’ +yy' + (—ay +y2')i = 22’ +yy —
(zy’ — ya')i

Portanto, z|w = w|z, e A3 é valida.

A4: Sejaz =x+yi € C, z,y € R. Entdo

Zlz=zz=(z—yi)(x+yi) =2+ y* + (zy —yx)i = 22 + y* > 0.
Alémdisso, 2> + 3>’ =0 =2 =y =0= 2 = 0.

Poartanto, axioma A4 é valida.

FIM
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