E-Folio B - Resolucao
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. Prove por indugdo, que Z = , Vn=1,2,3,...
~k(k+1) n+1

Comecamos por estudar o caso n = 1 para o qual temos
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pelo que o caso n = 0 conduz a uma proposi¢do verdadeira. Vamos agora assumir que, para
um dado n € N; temos
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e usando a hipétese de indugdo (1), temos
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como pretendiamos provar.
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. Considere a fungao f(x) =

(a) Determine o dominio de f.

A func@o f pode ser definida como a divisdo f(z) = %, onde g(z) = 22 — 3 e

h(x) = x — 2 sdo ambas fungdes polinomiais, portanto D, = D; = R. Entéo
Dy={xe€R:z €Dy, v € Dyeh(x)#0}

Temos
hz)=0 <= z-2=0 < x =2,

logo
Dy =R\ {2}.



(b) Estude a existéncia de assintotas ao grafico de f.

f € continua no seu dominio R\ {2}, pelo que o tnico ponto onde poderdo ocorrer
assintotas verticais € o ponto x = 2. Temos
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z—2+ /() z—2+ x — 2 0+ ’
logo x = 2 é uma assintota vertical do grifico de f. Estudemos a existéncia de
assintotas horizontais e obliquas. Temos
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pelo que m = 1. Estudamos agora o

20 — 3 oz _ 3 9_3
1im(x ):hm(x ;):m( ;):2,
r—+00 x—2 T—+00 E—; z—+oo \ ] — 2

logo b = 2 e arectay = =+ 2 € assintota ao grafico de f, quando x — +o0c. Da mesma
forma, quando x — —o0, temos
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pelo que m = 1. Estudamos agora o limite,
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logo b = 2 e arectay = x + 2 também € assintota ao grafico de f, quando z — —o0.
Uma resolugdo alternativa (e envolvendo menos cédlculos) seria notar que

2 —3=(2"-4)+1=(z—2)(x+2)+1,



pelo que, para x # 2,

2 —3 1
f(zx) 5 = ¢ +2+ pr—
Entao 1
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f@) = (@ +2) = —,
pelo que
1
li — 2))= 1l =
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e y = x + 2 é assintota ao grafico de f, quando x — —oco e também quando x — +o0.

(c) Prove que f é duas vezes diferencidvel no seu dominio e calcule f'(z) e f”(x).
Tal como foi indicado na alinea anterior, f € definida como a divisao de duas funcdes
polinomiais g e h. Sendo fungdes polinomiais, sdo diferencidveis em R. Como o quo-
ciente de fungdes diferencidveis é uma funcdo diferencidvel, desde que o denominador
ndo se anule, concluimos que f € diferenciavel no seu dominio. Calculemos a derivada
para x # 2,

20(x —2) — (2? —3) 22 —dwx—2?4+3 2 —4dr+3
(z —2)? N (-2  (z-2)

Novamente, f’ pode ser definida como o quociente de fungdes polinomiais, cujo dominio
¢ R. Por outro lado, o denominador s6 se anula para x = 2. Como o quociente de
fun¢des diferencidveis € uma fungdo diferencidvel, sempre que o denominador nio se
anule, concluimos que f’ é diferenciavel, pelo que f é duas vezes diferenciavel no seu
dominio. Calculemos a segunda derivada de f, para x # 2,

f'(x) =

(22 — 4z +3) (x — 2)2 — ((z — 2)?) (2% — 4z + 3)

f”(l‘) = (.1'—2)4
(2 —4)(z—2)? - 2(x —2)(a* — 4z + 3)
N (z —2)*
_2(@—2)(@® 4w +4) - 2(z —2)(a® — 4w +3)
w2
2@ -2)(a*—dx+4 -2’ +42-3) 2@ -2)
(v =) T
B 2
(x—2)%

poisx € Dy = x # 2.
Uma resolugdo alternativa para o cdlculo da segunda derivada seria reparar que
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pelo que
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(d)

(e)

()

(@)

Estude a monotonia de f.

Pela alinea anterior )
;oo xt—4dx+3

e como o denominador é sempre positivo para z € Dy, entdo o sinal da derivada f' é o
mesmo sinal do numerador, ou seja da fungfo polinomial p(z) := 22 — 4z + 3, desde
que x # 2. Comegamos por determinar as raizes de p(z) = 0,

41612 442
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xz

ou seja
r=3Vzr=1

Como o coeficiente do termo z* em p(z) € positivo, entdo o grifico de p tem a con-
cavidade voltada para cima. Como f’ tem o mesmo sinal que p (desde que x # 2),
concluimos que f’ é positiva nos intervalos | — oo, 1] e |3, +00[ e negativa nos interva-
los |1,2[ e ]2, 3. Entdo, f é crescente em | — 0o, 1] e em |3, +o0o[ e é decrescente nos
intervalos ]1,2[ e ]2, 3[.

Estude a concavidade de f.

Pela alinea b), temos
2
" o
f (‘T) - (I . 2)37

pelo que o sinal de f” € 0 mesmo de ¢(z) := (z — 2)3, ou seja é negativa para z < 2
e positiva para x > 2. Entdo f tem a concavidade voltada para baixo em | — 00, 2] e
voltada para cima em |2, +o00].

Determine o polinémio de Taylor de ordem 2 de f, no ponto zy = 1.

Uma vez que f é duas vezes diferencidvel em D; = R\ {2}, em particular, f é duas
vezes diferencidvel no ponto xyg = 1 e o polinémio de Taylor de ordem 2 de f, nesse
ponto é

pa(x) = f(xo) + f(w0)(x — T0) + f”(l’o)(;? — 1)?

01

=W+ Q)= -1)

Agora temos
f()y=2, f/(1)=0, e f"(1) = -2,

pelo que

2(x —1)?

5 =2—(z—1)>2

po(z) =2 —

Determine os extremos locais de f.

Pela alinea a), a fungdo f é duas vezes diferencidvel no seu dominio, pelo que todos os
eventuais pontos de extremo local deverdo ser zeros da derivada,

f'(x) =0,



ou seja
r=3Vx=1,

pela alinea c). Temos
f"()y=-2<0,¢ef"(3) =2>0,

pelo que f tem um méximo local no ponto z = 1 (cujo valor é f(1) = 2) e um minimo
local no ponto z = 3 (cujo valor é f(3) = 6).

3. Calcule -
-1 x
N Gl i

e=1 (sin(mz))®

Este limite conduz a uma indeterminagao do tipo (%). Tentando levanta-la usando a regra de
Cauchy deveremos estudar o limite

(. —1)%e*) 2z —1)e* +4e*(z — 1)

21 ((sin(ﬂx))2)/ A 27 sin(7x) cos(mx)

que conduz novamente a uma indeterminagao do tipo (%) . Tentando levantar esta indeterminacao
novamente usando a regra de Cauchy, deveremos estudar o limite,

fim (2(z — 1)e* + 4e**(z — 1)?) _

a1 (2 sin(7x) cos(mx))
r 2e + 8(x — 1)et® 4 16e**(x — 1)? + 8e*®(x — 1) 2¢t el
im = ———
v—1 212 (cos?(mx) — sin®*(mz)) 2n2 cos?(mw) w2

Uma vez que este limite existe, pela regra de Cauchy, também existe o limite

i 2(x — 1)e? + 4e?(x — 1)?
im
w1 27 sin(mx) cos(mx)

e os limites sdo iguais, ou seja

. 2(x —1)e* +4et(x - 1) €
lim - = —.
z—1 27 sin(7x) cos(mx) 2

Como este limite existe, novamente pela regra de Cauchy também, existe

_124$
i @D

v=1 (sin(mz))?

Uma resolug¢do alternativa para o cdlculo do limite

_ 2 4dx
lim —(:B D 62
=1 (sin(mz))
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seria fazer a substituicdo x = 1 + ¢, pelo que x — 1 = ¢. Entdo, temos

(z—1)%* 12e4(+1)

el (sin(rz)2 0 (sin(xt + 7))

Sabemos que sin(m + 7t) = — sin(7t), pelo que o limite que pretendemos calcular € igual a
£24(t+1)
im ——.
=0 (sin(mt))

Como existem os seguintes limites

(=,
-0 (sin(7t))?
e
A oA
11—% 2 a2
temos
£2p4(t+1) oA oA
1m 3 — X — = —
=0 (sin(nt)) ™7

. Prove que a fungdo f(x) = 62® — sin(7z) + 10 tem uma e uma s6 raiz em R e que esta
pertence ao intervalo [—2, —1].

Antes de mais verificamos que sin(7z) é uma fungéo diferencidvel em R, pois é a composicdo
da fungdo polinomial 7z com a fung¢fo sin(x), que sabemos serem ambas diferencidveis em
R. Entdo, a fungdo f diferencidvel em R, pois é a soma da fungdo polinomial 623 + 10 com
a funcdo sin(mz), que sdo ambas diferencidveis em R e, sendo diferencidvel em R, é também
continua em R.

Agora notamos que f(—2) = 6 x (—2)® —sin(—27)+10 = =38 < 0e f(—1) = 6x (—1)3—
sin(—m) + 10 =4 > 0, ou seja a fun¢do f (que é continua em R) muda de sinal no intervalo
| — 2, —1], pelo que o teorema de Bolzano garante a existéncia de pelo menos uma raiz nesse
intervalo. Temos agora que

f'(z) = 182% — 7 cos(mx)

e parax < —1, temos
r<—1=2">1= 182" > 18.

Por outro lado, —1 < cos(mz) < 1 = —7 < wcos(mx) < 7 e, portanto,
f(z) >18 —7 >0,

pelo que no intervalo | — 0o, —1[ a fungdo é estritamente crescente e o intervalo | — 2, —1]
contém uma e uma s6 raiz. Por outro lado, como f é crescente no intervalo | — 0o, —2] temos,
em particular,
flz) < f(~2) = =38 < 0,V < 2
pelo que ndo existe nenhuma raiz no intervalo | — oo, —2]. Para x > —1, temos
z>-1=2">-1=62">-6=62"+10> —6+10=4

e como —1 < sin(mz) < 1, entdo f(x) > 4 —1 = 3 > 0, pelo que f ndo tem raizes
no intervalo [—1, +00[. Concluimos, portanto, que f tem uma Unica raiz em R e que esta
pertence ao intervalo [—2, —1]



