E-folio B - proposta de resolucao

1. [0.8 val.] Prove por indugdo matematica, que

n

1 n
> ——— = L Vn=1,2,3,...
jzlj(]—l—l) n+1

Comecemos pela base de indu¢ao. Devemos verificar que o cason = 1
conduz a uma proposicao verdadeira. Temos no primeiro membro,

1 1 1
Egﬂj+n::1xu+4):§

1
]:
e no segundo membro

1 1

[
pelo que o resultado € valido quando n = 1. Agora assumimos que é

verdade a hipétese de inducéo, isto é, que para um dado n € N fixo,
temos

n

1 n
Z iG+1) n+1

=17

e pretendemos verificar que o resultado também sera verdadeiro para o
inteiro seguinte, ou seja devemos verificar que

nii 1 n+l  n+l

jG+1) (n+D+1 n+2

j=1

Temos

Z;:" L 1
=0+ i+l (4 D(nt L+l

j=n+1 J=n+l

o~ 1 N 1

=i+ D +2)
n 1

:n+1+(n+1)(n+2)’
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pela hipétese de indugdo. Entéo,

n+1

1 n 1 n(n + 2 1
- (n+2)

2G40 el maDn+2) (i Dn+2) (it
nn+2)+1 n*+2n+1 (n+1)2 n+1

(n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)mn—l—2

como pretendiamos provar. Note-se que na ultima igualdade acima sa-
bemos que temos n = 1,2, ..., pelo que, em particular, n > —1 e, por-
tanto, podemos efectuar o corte do factor n + 1 que aparece tanto no
numerador como no denominador. Entao concluimos que

n

1 n
= , Vn=1,2,3, ..
Zj(j—i—l) n+1

j=1

2

2

2. Considere a fungéo f(z) = ; il'
T

(a) [0.1 val.] Determine o dominio de f.

Para determinar o dominio de f devemos impor que o denomina-
dor ndo se anule, ou seja, devemos impor que

1
204+ 1#0 <= 22 # -1 <— 937&—5

py-m{-1).

(b) [0.3 val.] Prove que f é duas vezes diferenciavel no seu dominio
e calcule f'(z) e f"(z).
A fungao f € uma funcao racional, ou seja, € definida como a di-
visdo de duas fungdes polinomiais, ambas diferenciaveis em R.
Portanto, f € duas vezes diferenciavel em todos os pontos para os
quais o denominador nao se anule, ou seja f € duas vezes diferen-
ciavel no seu dominio. Temos

e, portanto,

o) = (22 +2) 2z +1) — (20 + 1) (2* + 2) _ 222z + 1) — 2(2* + 2)
(2z + 1)? (2x +1)?
Cda? 42 —22% -4 227+ 2x—4

(20 4+ 1)2 (224 1)2
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Provamos em cima que f é duas vezes diferenciavel no seu do-
minio, pelo que existe a fungéo f”, a segunda derivada de f que
pode ser calculada da seguinte forma

. L 202 + 22 — 4\’

()= (f'(z)) = (W) =
(22t + 22 —4)Y (22 +1)2 — (22 + 1)?) (222 + 22 — 4)
B (2z+1)4
(A +2)2z+1)2 — (2224 1)(2z + 1)) (22% 4 2z — 4)
B 2z +1)4
4z +2)(2z+1)* — 42z + 1)(22% 4 22 — 4)
B (22 +1)4
C (2e41)[(4x +2) (22 + 1) — 4(22% + 22 — 4)]

(22 + 1)* ~~
2€D ;=22+17£0

_ (4z +2)(2z + 1) — 4(22% + 22 — 4)

(22 + 1)
8P+ 4w +4r+2—82° —8r+16)
B (22 +1)3 B
18
20+ 1)3

(c) [0.3 val.] Estude a monotonia de f.

Para estudar a monotonia de f podemos estudar o sinal de f’. Pela
alinea anterior, temos

2
Flz) = 2z —1—233—24
(2x 4+ 1)
Para v € Dy, temos 2z + 1 # 0 e, portanto, o termo no denomi-
nador (2 + 1)? é sempre (estritamente) positivo. Concluimos que
o sinal de f’ € o mesmo do termo no numerador, (222 + 2z — 4).
Temos

—2+V44+2x4x4
(22° +27 —4) =0 <= x = Z
—2+6
<:>I:
4

<— r=1Vz=-2
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(e)

Como o coeficiente em 22 é positivo, sabemos que o gréafico desta
funcao polinomial de segundo grau € uma parabola com a conca-
vidade voltada para cima, pelo que

fl(x) <0 < z€]—21]

f() >0 <= x € (] — oo, —2[U]1,400]).
Entéo, f é decrescente em ] —2, —2[eem ] — 3, 1] e crescente em
| — 00, —2[eem|1,4o0].
[0.3 val.] Estude a concavidade de f.
Podemos estudar a concavidade de f analisando o sinal de f”.
Pela alinea anterior,
18

f(x) = e 1

e o sinal de f” sera 0 mesmo do termo no denominador (2z + 1)3,
que é o mesmo sinal de (2= + 1). Assim, concluimos que

f"(z) <0 < xe}—oo,—%{

f(z) >0 < xe}—%,—%oo{,

pelo que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em
] — 00, —3[ e tem a concavidade voltada para cima em ] — 1, +oc0].
[0.3 val.] Determine as coordenadas dos maximos e minimos lo-
cais no grafico de f, se estes existirem.

Pela alinea b), f é diferenciavel no seu dominio, pelo que os even-
tuais pontos de extremo local deverao coincidir com os zeros de f.
Pela alinea anterior,

f(2)=0 <= z=-2Vvzr=1

Por outro lado,
18 18

"N(—2)= ——e=—— <0
11(=2) (—4+41)3 27 ’
pelo que x = —2 é um ponto de méximo local e
18 18
(1) = =—>0
/1) (2+1)2 27 ’
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pelo que x = 1 é um ponto de minimo local.

Temos
1+2
NN=—F+-=1
) 24+1
e
(—2)*+2 6

pelo que a coordenada do minimo local no grafico de f é o ponto

(1, f(1) = (1,1

e a coordenada do maximo local é o ponto
(=2, /(=2)) = (=2,-2).

(f) [0.2 val.] Determine o polinémio de Taylor de ordem 2 de f, no

ponto zy = 1.
O polinémio de Taylor de ordem 2 de f, no ponto xg =1 é
pa(e) = Flao) + o) — 20) + L0 )
, " 1
)+ e -1+ T @ 1y
—— 2
=0
_ 1\2
=1+ » 2(x 1)
=1+=(z—1)*

3. [0.9 val.] Calcule, justificando:

. cos (%) (e® 2— e?)
r—2 (,CL' — 2)

Tanto a fungdo no numerador como no denominador sao fungdes in-
definidamente diferenciaveis em R, pois 0 numerador resulta da soma,
produto, divisdo e composi¢ao de funcdes trigonométricas, polinémios
e da fungéo exponencial, € o0 denominador € um polinémio, sendo que
as fungdes trigonométricas, polindmios e a fungao exponencial sao in-
definidamente diferenciaveis em R.
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Por outro lado, a substituicao directa de x por 2 conduz a uma indetermi-

, 0
nagao do tipo (5) . Para tentarmos usar a regra de Cauchy calculamos

[Cos (%) (" — 62)}/ . —5sin (%) (¥ — %) + e® cos (%)

o0d [(m _ 2>2}’ 12 2(z—2)

e notamos que a substituicdo directa de x por 2 conduz novamente a

0
uma indeterminagao do tipo (6) Com vista a usar a regra de Cauchy,

calculamos
- [—Zsin (Z2) (e — €2) + e” cos (Z£)]
= 20— o)
A (%)2 cos (Z2) (e” — %) — Zsin (Z£) e” + e” cos (Z£) — Ze” sin (%
r—2 2
- (%) cos (%’r) (e* —e?) — 7 sin (%f) e + e?cos (%T”) — Te?sin (%T”) _
5 —

—Ze? — Ze? _ me?

2 T4

Como este limite existe, entao pela regra de Cauchy, também existe

—Zsin (%) (e” — €?) + €” cos (%)

li 4 4
w03 2(z—2)
e temos
. —Zsin (Z2) (e — €?) + e” cos (Z£) _ me?

Como este ultimo limite existe, novamente pela regra de Cauchy, con-
cluimos que também o limite inicial existe e temos

_cos (Z2) (e —€?) me?

lim 5 = ——.

. [0.8 val.] Prove que a fungéo f(x) = 2® + sin(2z) + 2z — 10 tem um e
um sé zero em R e que este pertence ao intervalo [1, 2].

A fungao f é diferenciavel (e portanto, continua) em R, porque resulta
da composicao e soma de fung¢des polinomiais e da fungao seno, sendo
todas estas funcgdes diferenciaveis em R. Por outro lado, temos

f(1) =1 +sin(2) +2-10=sin(2) —7<1-7= -6 <0,
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F(2)=2°+sin(4) +4—-10=2+sin(4)>2-1=1>0.

Entdo f uma fungdo continua no intervalo [1,2] e que muda de sinal
nesse intervalo. Pelo teorema de Bolzano concluimos que existe (pelo
menos) um zero de f nesse intervalo.

Agora notamos que

f'(z) = 32% +2cos(2x) + 2 > 32> — 2+ 2 = 32" > 0, Vo € R\ {0}

f(0)=3x0"4+2cos(2x0)+2=2+2=4>0,

pelo que f'(z) > 0, Yz € R. Assim, concluimos que f é estritamente
crescente em R, pelo que tem no maximo um zero. Concluimos portanto
que f tem um e um sé zero em R e que este pertence ao intervalo [1, 2].

FIM
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