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Proposta de Resolucao Sumaria

Grelha de correcdo das respostas de escolha mdltipla:

1. | 2. | 3.
A) | C) | B)

4. Com vista a um absurdo, suponhamos que p ndo € um numero primo.
Logo, existem n; # 1, ny # 1, ny,ny € N tais que p = nin,. Sendo, em
particular, n, e n, divisores de p, entdo ni,n, ¢ [2,,/p]. Excluidos os
casosn; = 0,1, 1 = 1,ﬂ isto significa que n; > /p e ny > /p. Mas
isto conduz a p = nins > /p/P = p, 0 que € um absurdo.

Como o absurdo resultou da hip6tese de p ndo ser um numero primo,
conclui-se entao que p é primo.

5. Suponhamos que m € N. Pelo Exercicio 9.3 da Atividade Formativa 2,
p € um divisor de m* — m = m(mP~! — 1). Observe-se que por p
ser um néimero primo, p > 2 e, por conseguinte, m?~! — 1 € Z. Assim,
atendendo a que p /m, resulta do Lema 1.11 (alinea 1) e da Proposicéo
1.9 que

plm(mr= = 1) = p|(m*~* — 1),

Suponhamos agora que m € Z \ N. Com excegéo do caso p = 2,
qualquer numero primo p > 2 é impar e, portanto, p — 1 € par. Isto
significa que

Pt = (=l = (=1l = ol
com |m| € N, decorrendo entéo da primeira parte que p € um divisor de
|mP~t —1=mr !t —1.

Se p = 2, entéo a hipétese p [m significa que |m| é um nimero impar.
Logo |m| — 1 é par e, consequentemente, p | (|jm| — 1).

"Note-se que, por hipbtese, p > 4, pelo que n; # 0 e ny # 0.
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6. Comece-se por observar que a existir um k € Z tal que 41 é um divisor
de k° — 2, tal k ndo pode ser um mdltiplo de 41. Com efeito, se tal
acontecesse, entdo 41 seria simultaneamente um divisor de k° e de
k> — 2, 0 que, pela alinea (i) do Lema 1.1, significaria que 41 seria um
divisor de k* — (k° — 2) = 2.

Com vista a um absurdo, suponhamos entao que existe um k € Z tal
que k5 — 2 é divisivel por 41 e 41 Jk. Equivalentemente,

k® = 2 (mod 41).
Como 41 é um numero primo e 41 [k, resulta do exercicio anterior que
E*1 =1 (mod 41).
Mas, pela parte final da alinea 5 da Proposigao 1.24,
k° =2(mod4l) = k' = 2% (mod41)
Logo, por simetria e por transitividade (Proposicéo 1.24 alineas 2 e 3),
E* =1 (mod41), k*° = 2% (mod41) = 2°® =1 (mod41),
0 que é um absurdo, pois 41 ndo é um divisor de 2% — 1.
Conclus&o: 41 nao é divisor de nenhum nimero da forma k° — 2, k € Z.
7.1. Se p for um divisor de u € Z, entdo p é divisor de u* e de u™ para
quaisquer k,m € N, k # 0 # m. Ou seja,
uf = u™ (mod p).
Suponhamos que p ndo € um divisor de u € Z. Logo, pelo Exercicio 5,
uP~t = 1 (mod p). (1)
Dados k, m nas condi¢cées do enunciado, suponhamos que k£ > m. Da
relagdo k£ = m (mod (p — 1)) resulta entdo que
JaeN: k—m=ua(p—1),
0 que, por (1) e pela Proposicao 1.24, parte final da alinea 5, implica que
u®P~Y =1 (mod p). Por conseguinte, pelas alineas 1 e 5 da Proposicéo

1.24,
ub = u P Dy™ = 4™ (mod p).

7.2. Novamente pela parte final da alinea 5 da Proposi¢do 1.24 tem-se u™ =
v™ (mod p). Como u* = u™ (mod p) (cf. alinea anterior), por transitivi-
dade (Proposicéo 1.24 alinea 3) resulta entdo que

u* = v™ (modp).
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