ALGEBRA LINEAR | | 21002

Breve resolucao do exame de
29 de janeiro

I. Questdes de escolha multipla:

Questaol Questdo?2 Questdao3 Questdo 4
Exame b) a) a)liv)] d)
P-félio b) a) d) -

Nota: Havia uma gralha no enunciado da ultima questdo, onde estava
FnG devia estar HNG.

II. a) A afirmacao é verdadeira.
Se A+ A%+ A3 é invertivel entdo necessariamente det(A+ A% + A3) #0.
Como A+ A?+ A3 = A(I,, + A+ A?)) tem-se

det(A+ A%+ A%) =det A(I, + A+ A?) =det Adet(I,, + A+ A%) #0,

e portanto det A # 0 e det(I,, + A+ A?) #0, o que mostra em particular
gue A é invertivel

b) A afirmacao é verdadeira.

Se A€ M>x»([R) tem os valores préprios 1 e —1 entdo € uma matriz
diagonalizavel, e em particular existe uma matriz invertivel S e uma
matriz diagonal D tais que

S‘lAS:((l) _(1’) = A:S((l) _(1))5—1:51)5—1

e portanto, reparando que D? = (|} _(1))2 =D,
A2 =(SDS™)? =SDS'SDS™ = SDL, DS = SD?S ' =SS = 8§ = I,.

Nota: Se fosse

Qe (71 0 _ (1 0)_
stas=(" Y=o _1)--»

a conclusdo seria a mesma pois (-D)? = L.
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Condensando a matriz aumentada
1 2 -1 0| -4
0 -1 1 -1 0
-2 -1 4 2 7
4 3 0 1|-10
obtem-se a solugdo Unica (x,y,z, w) =(-2,-1,0,1).

Consideramos como base candnica de Ry [x] a sequéncia 4 = (xz,x, 1).

Usando a base 2 = (x?, x, 1), tem-se
T(x*)=2x, T(x)=1 e T(1)=0.

A matriz A que representa T nas bases indicadas, é a matriz que tem

por colunas as imagens dos vetores da base do espaco de partida, ou
0 00

seja A=|2 0 0.

010
O nucleo de T corresponde aos polinémios p € Ry [x] tais T(p) =0, ou
seja T(ax*+bx+c)=2ax+b=0 < a=b=0, o que corresponde
aos polindbmios constantes, que tém por base o polinémio p(x) =1, e
portanto o nlcleo tem dimensao 1.
Na base % corresponde a (0,0, 1).

O espaco imagem de T pode ser obtido através das colunas de A ou
reparando que como T(ax®+bx+c) =2ax+b, entdo a imagem é gerada
por x e por 1 e tem portanto dimensao 2.

Na base % corresponde a (0,1,0) e (0,0,1).

O Teorema da Dimensao neste caso traduz-se por
dimR,[x] =dimNucT +dimImT

ouseja3d=1+2.

Como a matriz A é triangular os valores préprios de A sdo os elementos
da diagonal, neste caso apenas 0, que é um valor préprio com multipli-
cidade algébrica 3.

O espaco préprio associado ao valor préprio 0 corresponde ao nucleo
de T, ou seja é gerado pelo vetor préprio (0,0,1), e portanto a multipli-
cidade geométrica do valor préprio 0 é 1.

A matriz A nao é diagonalizavel pois A é uma matriz 3 x3 e a soma das
multiplicidades geométricas dos seus valores préprios é 1 # 3.
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V. X =0 ¢é uma solucao ébvia de BX =0.

Se BX =0 entdo aplicando AT de ambos os lados tem-se
BX=0= A'BX=A"0=0
— (ATB) ' (ATBX)=(ATB) '0=0
— (ATB) ' (ATB)X =0
= LX=0
= X =0.

Nota: Uma vez que as matrizes A e B nao sao matrizes quadradas nao
fazia sentido falar em det A ou em A~!.

FIM
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