ANALISE INFINITESIMAL - Efélio B| 21175

Perguntas de escolha multipla:
Turmai:a-b-d-a-a
Turma2:a-c-d-a-a
Turma3:b-b-d-a-c
Turma4:a-b-c-a-a
Turma5:d-c-d-a-a
Turma6:b-b-d-a-c
Turma7:a-c-d-a-a

Turma8:c-b-c-d-a

Resolucao da pergunta de desenvolvimento

Seja f : R — R a fungao real de variavel real definida por f(z) = ze® — 2,
r € R.

(a) Sabendo que f é diferenciavel em R, determine a fungéo derivada de f.

fl(x) = (xe*=2) = (ze*) =2 = 2’e"+u(e”) -0 = le*+xe® = (1+x)e”.

(b) Determine os intervalos de monotonia de f. Mostre que f tem um mi-
nimo absoluto e determine a sua abcissa ().

Como f é diferenciavel em R o estudo dos intervalos de monotonia de
f é feito através do estudo do sinal da derivada f’. Ora f'(z) > 0 <
(1+x)e* >0+« (1+2) >0+ x> —1porque e® > (0 para todo = € R.

Da mesma maneira f'(z) <0+ (1+2)e* <0+ (1+2) <0+ 2 <
—1. A concluséo é que f é estritamente decrescente em | — oo, —1[ e
estritamente crescente em | — 1, +o0.
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Segue-se que em x = —1 a fungdo atinge um minimo absoluto com
valor f(—1) = —e™! — 2. Esta conclusdo pode ser verificada utilizando
o teorema de Lagrange. Se existisse c tal que f(c¢) < f(—1) entdo ou
¢c>—1louc< —. Sec> —1 entdo, sendo f diferenciavel em R, pelo
teorema de Lagrange (na Sebenta pagina 109) existe = €] — 1, ¢[ tal que
fl(z) = %ﬁ;” < 0. Mas isto contradiz o facto de f’(z) > 0 para
x €] — 1,400[. O argumento para o caso ¢ < —1 é semelhante.

(c) Determine o polindmio de Taylor de ordem 4 da fungéo f em torno do
ponto x = 0.

Vamos calcular as primeiro 4 derivadas de f. Ja calculamos f’. Temos
"= ((1+z)e") = (1+z)e"+(1+z)(e") = e"+(1+z)e” = (2+x)e”,
U = (2+x)e”) = 2+a)e"+(2+a)(e") = e+ (2+x)e” = (3+x)e”
e da mesma maneira f(*) = (3 + z)e” = (4 + x)e®. Logo podemos
calcular f(0) = —2, f/(0) = 1, f7(0) = 2, f@#)(0) = 3 e f)(0) = 4.
Substituindo estes valores na férmula para o polinédmio de Taylor de
ordem 4 emtornode x =0
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(d) Mostre que a equagéo f(z) = 0 tem uma solugéo Unica em R. Justifi-
que a sua resposta.

Pela alinea a), sabe-se que a funcao f é diferenciavel em R. Logo, f
é continua em R e, consequentemente, em [—1, 2]. Viu-se na alinea b)
que f(—1) = —e~! — 2 < 0. Por outro lado, tem-se f(2) = 2¢* — 2 =
2(e? —1). Como e =~ 2,72, tem-se que e > 1 e f(2) = 2(e* — 1) > 0.
Como f é continua em [—1,2], f(—1) < 0 < f(2), pelo Teorema de
Bolzano existe ¢ €] — 1, 2[ tal que f(¢) = 0. Assim, a equagdo f(x) =0
tem pelo menos uma solugéo em R.

Quanto a unicidade da solucao, observe-se que, para qualquer z < —1,
tem-se z < 0 e e* > 0. Logo ze® < 0 e portanto ze” — 2 < 0. Deduz-se
que f(x) < 0, para todo o z < —1. Logo, em particular, a equagéo
f(z) = 0 ndo tem solugdes em | — oo, —1].
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Suponha-se que a equagao f(z) = 0 tem mais do que uma solugéo no
intervalo | — 1, +o0[. Sem perda de generalidade, sejac¢; €]—1, +oof tal
que ¢ < ¢; e f(c) = f(c;) = 0. Como se viu na alinea b), a fungéo f é
estritamente crescente em |—1, +ool. Logo, f € injectiva neste intervalo.
Tal contradiz o facto de se ter ¢ # ¢; e f(¢) = f(c1) e, portanto, ndo
existe outra solugdo de f(x) =0em | —1,4o0].

Como f(—1) # 0, conclui-se que a equagao f(z) = 0 tem uma solugéo
Unica em R.

FIM

Pagina3de 3



