E-Folio A: Divisibilidade por 4 e Nao por 8 em Diferentes Bases

1. Numeros Inteiros em Notacao Decimal
Légica e Explicagao

Um numero inteiro decimal (N) é um multiplo de 4 se e somente se o nimero
formado pelos seus ultimos dois digitos (b) for um multiplo de 4.

Para que N seja um multiplo de 4, mas nao um multiplo de 8, precisamos
considerar duas condigdes que dependem do valorde b :

1. N é Multiplo de 4: Os ultimos dois digitos, b, devem pertencer ao conjunto:
M4 =
{00,04,08,12,16,20,24,28,32,36,40,44,48,52,56,60,64,68,72,76,80,84,88,92,96 }

2. N é NAO Muiltiplo de 8: N ndo pode ser divisivel por 8. A divisibilidade por 8
é determinada pelaféormula N = 100a + b, onde a sao os digitos que
precedem b. Como 100 = 12 X 8 + 4, adivisibilidade de N por 8
depende da paridade de a e do resto de b por 8.

Isto leva a duas regras completas paraN =4 (mod 8) (ou seja, multiplo de 4, mas
nao de 8):

o RegraA (Multiplos de 4 que nao sao Miuiltiplos de 8): O nimero b é da
forma 8k + 4 (resto 4 na divisao por 8).

o b €{04,12,20,28,36,44,52,60,68,76,84,92}
o O numero de centenas (a) deve ser par (ou 0).

o RegraB (Miiltiplos de 8): O numero b é da forma 8k (resto 0 na divisdo por
8).

o b €{00,08,16,24,32,40,48,56,64,72,80,88,96}
o O numero de centenas (a) deve ser impar.

A expresséao regular concentra-se nos ultimos dois digitos (b), assumindo que N é
um numero positivo:

Regra: N =---dqd,
Onde: d;d, € {04,12,20,28,36,44,52,60,68,76,84,92}
Prova formal:

Seja (N) um inteiro positivo qualquer. Podemos escrever (N) da seguinte forma:
N = 100a + b



onde ( b ) é o numero formado pelos dois ultimos algarismos (0 < b < 99) e 100a
€ o numero formado por todos os algarismos anteriores (centenas, milhares, etc.).

Sabemos que: 100 = 8 X 12 + 4. Assim, podemos reescrever (N) como:
N=a(100)+b=a(8x12+4)+b =(8x%x12a)+ (4a+ b)
E multiplo de 4?
N = 4(25a) + b

Como 4(25a) é sempre um multiplo de 4, conclui-se que (N) é multiplode 4 se e
s6é se ( b)) for multiplo de 4. (Esta é a regra habitual de divisibilidade por 4.)

E maltiplo de 8?
N = (8 x12a) + (4a + b)

Como 8 X 12a é sempre multiplo de 8, conclui-se que (N) é multiplo de 8 se e s6
se (4a + b) for multiplo de 8.

A condicao: multiplo de 4 mas nao de 8

Condicao 1 (Mdltiplo de 4): ( b ) tem de pertencer ao conjunto dos multiplos de 4,
M,.

Condigao 2 (Nao multiplo de 8) : (4a + b) ndo pode ser multiplo de 8.
Consideram-se dois casos para (b € M,) :

Caso A: (b ) é multiplo de 8 (por exemplo: (00,08,16, 24, ...)

Se b = 8k,entdo: 4a + b = 4a + 8k

A expressdo4a + b é multiplo de 8 se e s6 se 4a for multiplo de 8, o que
acontece quando ( a ) € um numero par.

Se (a) for impar, entao (N) sera multiplo de 4 mas ndo de 8.

Exemplo:

N = 108
108 /4 = 27
(108 /8 = 13,resto 4



Caso B: (b ) ndo é multiplo de 8 (por exemplo: ( 04,12,20,28,...))
Seb = 8k + 4,entdo:4a+b=4a+8k+4=4(a+ 1)+ 8k

A expressdo4(a + 1) + 8k é multiplode 8 se e s6 se 4(a + 1) for multiplo de 8, o
que acontece quando (a + 1) é par.

e Se(a + 1)) épar,entado(a)éimpar, e (N)émultiplo de 8.
e Se(a + 1) éimpar, entdo (a) é par, e (N) ndo é multiplo de 8.

Exemplo:
a=2b=12
N = 212
212 /4 = 53
212 /8 = 26,resto 4

Se os dois ultimos algarismos pertencem a lista

{04-12:20° 2836445260 68 76 84292}, entdo o niumero é sempre multiplo de
4. Para que nao seja miultiplo de 8, é ainda necessario que o algarismo das
centenas seja par ou inexistente.

Como a lista é, {04,12,20,28,36,44,52,60,68,76,84,92}temos b = 8k + 4
logo, Se (b) pertence a lista, entdo (N) é sempre multiplo de 4. Para que (N) seja
multiplo de 8, o algarismo das centenas (a) tem de ser impar. Para que (N) nao
seja multiplo de 8, o algarismo das centenas tem de serparoua = 0. Todos os
numeros de dois algarismos da lista sdo multiplos de 4 mas nao de 8.

Expressao Regular (UNIX)

Em notacao UNIX, é possivel construir uma expressao regular valida para os
inteiros decimais que sdo multiplos de 4 mas nao de 8. No entanto, essa
expressao nao realiza calculo aritmético; ela codifica explicitamente as
consequéncias estruturais do critério de divisibilidade, exigindo a separacao de
casos e enumeracao de padroes.

Expressao (considerando a paridade de a):

Esta expressao é complexa e ultrapassa o limite da notagcdo UNIX simples, pois a
verificagao de paridade de a (os digitos que precedem os ultimos dois) exige
lookarounds (que ndo existem na notagao basica) ou uma enumeragao exaustiva
de padroes:



Padréo 1 (Ultimos 2 digitos 8k + 4 e a par)
Padrio 2 (Ultimos 2 digitos 8k e a impar)

Como as expressodes regulares UNIX simples ndo conseguem verificar a paridade
de um numero arbitrariamente longo de digitos,

Vamos assumir e problema e assumir que a expressao sera construida para:
e Paranumeros com 1 ou 2 algarismos, basta olhar para o préprio nimero.

e Paranumeros com 3 ou mais algarismos, a divisibilidade por 8 depende do
algarismo das centenas.

Assim, criamos trés grandes blocos no regex.
Ultimos dois digitos da forma

b=8k+4
Caso 1 — numeros com 1 ou 2 algarismos

Todos estes sdo automaticamente:
e miultiplosde 4
e nao multiplos de 8
Regex: (4]12]20|28|36]44|52|60|68|76|84|92)$
Caso 2 — numeros com 3 ou mais algarismos (algarismo das centenas par)
Aqui forcamos explicitamente:
e qualquer prefixo
e um digito par imediatamente antes dos ultimos dois
e Ultimos dois digitos =4 (mod 8)
Regex: MN[0 — 9] * [02468](04]12|20|28|36|44|52|60|68|76|84|92)$

Caso 3 — numeros com 3 ou mais algarismos (um digito impar imediatamente
antes dos ultimos dois)

Aqui forgamos explicitamente:
e qualquer prefixo
e um digito par imediatamente antes dos ultimos dois
e Ultimos dois digitos =4 (mod 8)

Regex: “[0 — 9] * [13579](00|08|16|24|32|40|48|56|64|72|80|88]|96)



Expressao (uniao dos casos)

A((4]12]20]28|36]44]52]60|68|76]|84|92) | [0 — 9]
« [02468](04]12|20|28|36|44]52|60|68|76|84|92) | [0 — 9]
* [13579](00|08|16]24|32|40|48|56|64|72|80|88]|96))$

Esta expressao regular nao ‘calcula’ divisibilidade; ela codifica diretamente as
consequéncias aritméticas do critério de divisibilidade por 4 e 8, respeitando as
limitagdes da notagao regex UNIX.

Explicacao da Construcao (Expressao Simplificada):

e “:Inicio da linha (garante que estamos a procurar a partir do inicio do
numero).

e (4]12|20]28|36]44|52|60|68|76|84|92)
Primeiro caso: numeros com 1 ou 2 algarismos.

e | Operador de alternativa légica (OU).
e ([0-9]*): Captura zero ou mais digitos (0-9).

e (04]12]20|28]36]44|52|60]68|76|84|92): Um grupo de captura que verifica se
os ultimos dois digitos correspondem exatamente a um dos 12 pares que
sédo = 4 (mod 8).

e [02468] = garante a par

e (04|12]20]28|36|44]|52|60]|68|76|84|92) Grupo que corresponde exatamente
aos dois ultimos algarismos do numero.

o $: Fim da linha (garante que os pares de digitos acima sdo o final do
numero).

Finalmente permitimos negativos usando -? Permite zero ou uma ocorréncia do
sinal negativo e positivo.

Expressao Final:

A[+—]7 ( (4]12]20|28|36|44|52|60|68|76|84|92) | [0 — 9]
« [02468](04]12|20|28|36|44]52|60|68|76|84|92) | [0 — 9]
« [13579](00|08|16|24|32|40]48|56|64|72|80|88|96))$

2. Numeros Inteiros em Notacgéao Binaria

Légica e Explicagao



Em notacao binaria, nimeros negativos sado representados exclusivamente por
bits (0 e 1), tipicamente em complemento para dois. Contudo, a interpretagado do
sinal depende do comprimento da palavra binaria. Como expressoes regulares
nao tém nogao do bit mais significativo nem do comprimento total da palavra, ndo
é trivial, em geral, distinguir nimeros binarios positivos e negativos nem verificar
propriedades aritméticas em complemento para dois sem fixar previamente o
numero de bits.

Entao vamos ter que assumir opgoes, uma opgao é assumir apenas numeros
positivos, seguiremos para ja assumindo essa limitagao.

Em notacéao binaria (base 2), a divisibilidade por poténcias de 2 é extremamente
simples:

« Multiplo de 4 (22): Um nimero binario é divisivel por 2* se e s6 se terminar
em k zeros. Como 4 = 22, o nimero tem que terminar em 00.

N = ( d2d100)2

« NAO Multiplo de 8 ( 23 ): Um nimero binério é divisivel por 8 = 23 se e s6 se
terminar em 000. Para nao ser um multiplo de 8, o numero nao pode
terminarem 000.

Seja Num inteiro positivo qualquer. Quando Né escrito em binario, podemos
representa-lo da seguinte forma:

N == (...d3d2d1d0)2
onde d; € {0,1}séo os algarismos binarios, e:

N:"'+d3'23+d2'22+d1'21+d0'20

Multiplo de 4 (22):

Um ntmero é divisivel por 2¥(como 4 = 2?) se e s6 se os seus Ultimos kbits forem
zero.

Como 4 = 22, temos k = 2.

Assim, Né multiplo de 4 se os dois ultimos bits forem 00:
N = (...d3d,00),

Isto acontece porque:

N = (4 X um certo inteiro) + (os dois Gltimos bits)



e, se os dois ultimos bits forem 00, o resto da divisao por 4 é zero.
N&o multiplo de 8 (23):

Um numero é divisivel por 2¥(como 8 = 23) se e s6 se os seus Ultimos kbits forem
zero.

Como 8 = 23, temos k = 3.

Logo, Né multiplo de 8 se os trés ultimos bits forem 000.

Consequentemente, Nnao é multiplo de 8 se os trés ultimos bits nao forem 000.
Combinacgao das condigoes:

Para que um numero seja multiplo de 4 mas nao multiplo de 8, tem de satisfazer
simultaneamente as duas regras:

Regra 1: Terminarem 00

N = (...d300)2
Regra 2: Nao terminarem 000

Combinando estas condigodes, os trés ultimos algarismos binarios tém de ser:

d, d, d, Condicoes
?7 0 O Satisfaz a Regra 1 (multiplo de 4)
1 0 0 SatisfazaRegra 2 (ndo é multiplo de 8, pois 100 # 000)

A Unica forma de terminar em 00 mas nao terminar em 000¢é o terceiro algarismo a
contar do fim (d,) ser 1.

Assim, em bindario, o niumero tem de terminar exatamente em 100.

Esta regra em binario explica de forma elegante a lista decimal apresentada
anteriormente: 04,12,20,28, ... Vejamos alguns numeros decimais e as suas
representagdes binarias:

DECIMAL BINARIO TERMINAEM DIVISIVEL POR4? DIVISIVEL POR 8?

4 100 100 Sim Né&o
12 1100 100 Sim Né&o
20 10100 100 Sim Néo
28 11100 100 Sim Nao
36 100100 100 Sim Néao




Expressao Regular (UNIX)
A[10] = 100$
Explicacao da Construcgao:
e “:lnicioda linha.

e [10]*: Zero ou mais ocorréncias dos digitos binarios 1 ou 0. (Isto abrange
qualquer comprimento para os digitos que antecedem o padrio).

e 100: O padrao obrigatério. O numero deve terminar exatamente com os
digitos 100 (garantindo que é multiplo de 4 e ndo é multiplo de 8).

e $:Fimdalinha.

Vamos agora assumir nimeros negativos, considerando sempre as limitagcoes
referidas anteriormente. Uma outra opcao que poderiamos tomar é de se fixar o
numero de bits, entao ja é possivel proseguir.

Exemplo: 8 bits, complemento para dois: *[01]{5}100%
Explicagéo:

e 0s 3 ultimos bits 100 » multiplo de 4, ndo de 8

e 0s 5 bitsiniciais podem ser qualquer coisa

e MSB =1 = negativo, MSB = 0 = positivo

/\ Mas sé para 8 bits

3. Numeros Inteiros em Notaciao Hexadecimal
Légica e Explicagao

Em notagao hexadecimal, nUmeros negativos sao representados por
complemento para dois, sendo o sinal determinado pelo bit mais significativo.
Como o significado desse bit depende do comprimento total da palavra,
expressoes regulares ndo conseguem trivialmente, em geral, distinguir nimeros
positivos e negativos nem verificar propriedades aritméticas em hexadecimal sem
que o numero de digitos seja previamente fixado.

Em hexadecimal puro, tal como no binario:

e nao existe sinal “-”
e numeros negativos sdo representados apenas por digitos hexadecimais



e usando uma codificacdo, normalmente complemento para dois

Hexadecimal é apenas uma representacdo compacta do binario: cada digito hex =
4 bits

Logo, tudo o que foi dito para o binario aplica-se integralmente a hexadecimal.
Entao seguiremos com as mesmas presuncoes anteriores.

Em notacgao hexadecimal (base 16), a divisibilidade por 4 e 8 é determinada
apenas pelo valor do ultimo digito hexadecimal.

e Multiplo de 4: O valor decimal do ultimo digito deve ser um multiplo de 4.
Digitos Multiplos de 4: {0,4,8,C}

« NAO Multiplo de 8: O valor decimal do ultimo digito ndo pode ser um
multiplo de 8.

Digitos Multiplos de 8: {0,8}

No sistema hexadecimal (base 16), os algarismos vao de 0a 9e depois de Aaté

F(representando os valores decimais de 10a 15).

A légica é semelhante a do sistema binario, mas como 4e 8sao poténciasde 2, e
16também é uma poténcia de 2, a regra de divisibilidade envolve a observagao do
ultimo algarismo hexadecimal.

Mutltiplo de 4:

Um numero é multiplo de 16/4 = 4 se e s6 se o seu ultimo algarismo hexadecimal
representar um numero que seja multiplo de 4. Os algarismos hexadecimais (e os
seus valores decimais) que sdo multiplos de 4 sao:

e ((decimal0)
e 4(decimal4)
e 8(decimal 8)
e ((decimal12)

Isto significa que o ultimo algarismo tem de ser par (0,2,4,6,8,4, C, E), mas, mais
precisamente, tem de ser divisivel por 4, ou seja, 0,4,80u C.

Aregra “o ultimo algarismo € par” é tecnicamente verdadeira, porque todo o
multiplo de 4 é par, mas a regra correta e exata em hexadecimal é: “o ultimo
algarismo é 0,4,8 ou C”.



Nao muiiltiplo de 8:

Para que um ndmero seja multiplo de 8, o seu ultimo algarismo hexadecimal tem
de representar um ndmero que seja multiplo de 8. Os algarismos hexadecimais
que sdao multiplos de 8 sao:

e ((decimal0)
e 8(decimal 8)

Assim, para que um numero nao seja multiplo de 8, o seu ultimo algarismo
hexadecimal ndo pode ser 0 nem 8.

Combinacgao das condigoes:

Para que um ndmero seja multiplo de 4 mas nao multiplo de 8, o ultimo algarismo
hexadecimal tem de ser um multiplo de 4, excluindo os multiplos de 8.

Condicao Algarismos hexadecimais (valor decimal)

Mdiltiplo de 4 | 0,4,8,C(0, 4, 8, 12)
NAO muiltiplo de 8 | Nao pode ser Onem 8
Tomando a interseccgéao:
{0,4,8,C} \ {0,8} = {4,C}
Os digitos hexadecimais validos sdo 4 e C.

Padrao Hexadecimal: ...d,

Onde: d, € {4,C}

Verificagao com congruéncias (modulo):

A condigéo final — “o dltimo algarismo = 4(mod8)” — é a forma mais formal de
expressar esta regra: O valor decimal do ultimo algarismo hexadecimal tem de
deixar resto 4 quando dividido por 8.

Algarismo hex. Valordecimal Valordecimal (mod8) Resultado

44 4(mod8) 4 (valido)
C |12 12(mod8) 4 (valido)
00 0(mod8) 0
8|8 8(mod8) 0




Os dois algarismos cujos valores decimais sdo congruentes com 4(mod8) séo, de
facto, 4 e C.

Padrao consistente entre bases numeéricas

Isto revela um padrdo coerente entre diferentes bases:

Decimal: os dois ultimos algarismos tém de ser 4(mod8)(por exemplo,
04,12,20,...)

Binario: o numero tem de terminar em 100(que representa o valor 4)

Hexadecimal: o ultimo algarismo tem de ser 4ou C (valores 4 e 12, ambos
4(mod8))

Expressao Regular (UNIX)

A0 —9A4 — Fa — f] * [4Cc]$

Explicacdo da Construcgao:

~:Inicio da linha.

[0-9A-Fa-f]*: Zero ou mais ocorréncias de digitos hexadecimais (0-9 e letras
A-F, tanto maiusculas quanto minudsculas, para garantir robustez).

[4Cc]: O padréao obrigatoério para o ultimo digito. O numero deve terminar
com um digito que seja 4 o C (considerando a possibilidade de ser
minusculo c).

$: Fim da linha.

Agora vamos considerar um exemplo de negativos. Uma outra opgdo que

poderiamos tomar é de se fixar o complemento para dois com comprimento fixo.

Exemplo: 32 bits (8 digitos hex)

Agora:

A0 — 94 — Fa — FI{7}[4Cc]$

os 7 primeiros digitos definem o sinal

o ultimo nibble garante divisibilidade

A Apenas para 32 bits



