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Proposta de Resolucao Sumaria

1.1. Case Base: n = 1. Tem-se
uy = 2
que, sendo maior ou igual a 2, prova o caso base: §} = u; =2 > 2.

Hipétese de inducao: Fixado um n € N, qualquer, suponhamos que
para esse n tem-se

Tese de inducao:
Un+1

(n+1)! =
(Aqui, 0 n € o mesmo que surge na hipétese de indugéo.)

Passo de inducao: Por forma a provar a tese de indugdo, comece-se
por notar que ela é equivalente a

2
"+ Dun > 2.
(n+1)! —
Tem-se entao

(> +Lu, n®+1 un>2n2+1
(n+1)!  n+l nl = "n+l

Y

onde na igualdade anterior se utilizou o facto de (n + 1)! = (n + 1)n! e,
na desigualdade anterior, se utilizou a hipétese de indugdo. Como

2
el

n>1 = n’>n = n*+1>n+1 = >
n+1
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conclui-se que

Unt1 _(n2—|—1)un> n2—|—1>
(n+1)! (n+1)! T Tn+1 T

Y

0 que prova a tese de indugao.

Conclusao: Pelo método de inducdo matematica, podemos assim con-
cluir que, para qualquer n € N, %2 > 2.

1.2. Pela alinea anterior resulta, em particular, que todos os termos da su-
cessao sao positivos: u, > 2n! > 2 > 0. Assim, para qualquer n € N
tem-se

2
U1 = (07 + Dy > uy,
>1

0 que prova que (u,,) € uma sucessao crescente.

1.3. Observe-se que

U = 2

uy = (17 + 1)uy =

usz = (22 + 1uy = 20
uy = (3% + 1)uz = 200

Como 20 = u3 < 150 < uy = 200 e a sucessao (u,,) € crescente (0 que
significa que todos os restantes termos da sucessao sdo superiores a
u4), conclui-se que nao existe nenhum indice n para o qual u,, = 150.

1.4. Nao existe limite uma vez que a sucessao nao é limitada. Isto, porque,
dado L > 0 qualquer, existe sempre um n, € N tal que ng! > g Conse-
quentemente, u,, > 2ny! > L, provando que (u,) ndo € uma sucessao
limitada.

2.1. Independentemente do valor de o tem-se

2

(n + 1)a+1

n2

= S Vn e N.

(="

Por comparagao com a série de Dirichlet

> (1)

n=1
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tem-se )

(n—Q—Tle _ n a+1
nalfl n _'_ 1

. n a+1
lim =1.
n \n+1

Assim, pela alinea 1 do Critério de Comparacéao (Teorema 6, pag. 595),
isto significa que as séries (1) e > 7, # s&o da mesma natureza,
tendo-se entdo a convergéncia absoluta da série dada se, e so se, a
série de Dirichlet (1) convergir. Tal acontece se, e somentese, « —1 > 1
(cf. pag. 595).

com

2.2. Note-se que

n? n? n?

T e = TV G = e

VnéeN,

pelo que decorre do principio dos limites enquadrados, ou do Teorema
3 do Apéndice A.1, que o termo geral da série converge para 0 e, e sO
se,

n2

lim— " =0
lvrzn(n+1)0‘+1

Tal acontece, se, e somente se, o > 1:

2 2

n n n_o_ oy n I n
= . im—— =lim——
(n+ 1)t (n4+1)> n+1 no(n+1)ett Tn (n4 1)
em que
o o =1: n .
lim —— = lim =1;

n (n—l—l)a n n+1

. n n : n___
° 0<a<1.Wzn—ﬂehmnn—ﬂ—l,pebque

limL& #0;

n (n+1)

e a<O: W‘Ll)“ =n(n+1)"*com —a > 0, pelo que
lim —— limn(n+ 1) = +
im-——m — = limn(n = +00;
n (n+1)a n
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. n n+1 _ 1 : 1 o
e >1:0< 0 < miDs = maneT €mque hmnm =0

por a« — 1 > 0. Logo, pelo principio dos limites enquadrados,

n
lim — = 0.
S CESIE

Como consequéncia, pelo Teorema 4, alinea 2, pag. 579 tem-se que a
série diverge para o < 1.
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