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PREFACIO

Até as ultimas décadas do século XX, o mundo real era encarado como um sistema em
que todas as grandezas tomavam valores continuos. A percepcdo que os seres humanos
tinham do mundo fisico, em termos de sons, imagens ou outras sensag¢des, era a de feno-
menos de caracteristicas inerentemente continuas, assim como os modelos de sistemas
fisicos, tanto de sistemas inanimados como de sistemas biolégicos. Para modelar e es-
tudar diversos sistemas fisicos, foram mesmo desenvolvidos, durante e imediatamente
ap6s a Segunda Guerra Mundial, computadores analégicos que permitiam justamente
modelar os valores fisicos de modo continuo.

Esta visdo veio a sofrer significativas alteracdes com o aparecimento dos computado-
res digitais e, sobretudo, com o desenvolvimento da sua utiliza¢do, potenciado pelos
avangos tecnoldgicos decorrentes das tecnologias de circuitos integrados e de armaze-
namento magnético e 6ptico de informacao.

Tornou-se claro, entdo, que grandezas como a intensidade da luz proveniente de uma
dada direccdo ou a pressdo do ar num determinado ponto no tempo podem ser repre-
sentadas, com diversas vantagens, por um valor numérico, guardado digitalmente na
memoria de um computador. A tecnologia veio a permitir ndo s6 guardar estes valores
(imagens e sons, apds adequada transformac¢do do dominio analégico para o dominio
digital), como reproduzi-los posteriormente (local ou remotamente) num monitor de
computador ou num altifalante, dando origem a um conjunto de actividades muito im-
portantes para a sociedade actual, que incluem, entre outras, as telecomunicacgdes (tele-
fones, telemoveis), e diversos aspectos da industria do entretenimento (musica, cinema,
televisdo, jogos) que sdo agora baseadas, de uma maneira ou de outra, na codificagado
digital de informacao.

A estas aplicagdes, ja existentes com tecnologias diferentes antes do aparecimento dos
computadores digitais, veio juntar-se um conjunto de aplica¢des tornadas possiveis pe-
los computadores e pela sua utilizagdo. De entre estas sdo de destacar os sistemas de
informacdo (bases de dados, servigos bancérios, comércio electrénico), muitos deles po-
tenciados pelo aparecimento da Internet, a rede mundial que interliga a maioria dos
computadores do mundo.

Juntamente com a rdpida implantagdo dos computadores e tecnologias digitais, verifi-
cou-se que, até certo ponto, os sistemas bioldgicos sdo também codificados pela natu-
reza de maneira comparavel a da tecnologia digital, uma vez que a informacao genética
é guardada de um modo discreto nas moléculas de ADN que constituem os cromos-
somas dos organismos. Isto veio permitir que, como resultado de grandes projectos
de sequenciagdo de genomas, esteja neste momento disponivel em bases de dados in-
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formagdo completa sobre o genoma de numerosos organismos, entre os quais o do ser
humano. Do mesmo modo, da ligacdo entre as duas areas esta a emergir uma grande
actividade e um interessante potencial de desenvolvimento nesta area de interface entre
os sistemas biolégicos e a tecnologia digital.

Vivemos, assim, numa era em que, progressivamente, toda a informacgdo é guardada de
forma digital. Na sua versdo mais simples, a informagao digital é armazenada usando
algum mecanismo (electrénico, magnético ou 6ptico) que, ao nivel mais baixo, é su-
portado fisicamente em grandezas com dois valores possiveis, ou mais correctamente,
podendo variar dentro de dois leques de valores possiveis. A grandeza fisica usada
para representar um destes valores poderd ser uma tensdo eléctrica (no caso de uma
memoria de um computador), uma reflectividade (no caso de um disco 6ptico) ou um
estado de magnetiza¢do (no caso de um disco magnético). Este tipo de informacéo é
representado, logicamente, sempre da mesma forma, através de uma varidvel discreta,
que tipicamente pode assumir os valores 0 ou 1. Uma vez que cada uma das varidveis
em causa tem tdo pequena capacidade de representacdo de informacgdo, o uso efectivo
de sistemas digitais implica a utilizacdo de um enorme ntimero de varidveis deste tipo
para representar informagcdao ttil, desde registos em bases de dados até imagens, sons
ou video.

O estudo dos sistemas digitais é, assim, fundamental, ndo s6 para os profissionais que
directamente projectam e operam computadores, mas para todos aqueles que querem
perceber, de uma maneira profunda e sistematica, as fundac¢des da sociedade actual.
O modo pormenorizado como sdo codificados filmes, musicas ou comunicag¢des esta,
obviamente, fora do ambito de um livro de apresentagdo como este. Estas técnicas, que
evoluiram ao longo das tltimas décadas, representam um corpo acumulado de conheci-
mento muito importante, que ndo é possivel abordar num primeiro estudo da matéria.
No entanto, todas elas dependem do conhecimento de técnicas bésicas de codificacdo e
processamento de informacéo digital, que sdo o objectivo de estudo deste livro.

Pretendemos, assim, apresentar neste livro as técnicas bésicas de codificacdo e repre-
sentagdo de informacdo, e descrever os conceitos fundamentais que estdo na base dos
sistemas computacionais que processam e transformam esta informacdo. O leitor inte-
ressado podera depois prosseguir mais a fundo o estudo destas matérias, quer no que
respeita a codificagdo e representa¢do de informacdo, quer no que respeita as arquitec-
turas dos sistemas computacionais.

Existem numerosas abordagens a problematica dos sistemas digitais. Num extremo, es-
tdo as abordagens puramente matematicas ou algébricas, que ignoram completamente
a componente de implementagdo. Noutro extremo, estdo as abordagens que partem das
tecnologias de sistemas electrénicos, dando especial énfase aos aspectos fisicos relacio-
nados com a construgdo de sistemas digitais.
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Neste livro, optou-se por uma abordagem intermédia, em que, embora ndo ignorando
totalmente os aspectos fisicos do problema, se encaram os sistemas digitais essencial-
mente como elementos abstractos de processamento de informacdo que constituem os
blocos de um computador.

Nesta perspectiva, este livro foi concebido como suporte a uma primeira abordagem ao
estudo das arquitecturas de computador, tipicamente feita no contexto de duas discipli-
nas semestrais de cursos do ensino superior. Prevemos que este livro possa ser usado
com naturalidade nas dreas da Informatica, Electronica e Electrotecnia, mas também em
outras dreas, de indole tecnolégica, onde exista interesse em formar estudantes nas tec-
nologias de sistemas digitais, tais como a Engenharia Mecanica, Engenharia Fisica ou
Engenharia Aeroespacial.

Num primeiro semestre, serdo tipicamente cobertos os topicos de sistemas digitais que
constituem a primeira parte do livro, Capitulos 1 a 8, e num segundo semestre, as com-
ponentes de arquitectura de computadores descritas na segunda parte do livro, consti-
tuida pelos restantes capitulos.

Também é possivel considerar a utilizagdo dos Capitulos 9, 10, 11, 13, 14 e 15 como o
suporte de uma disciplina de introdugdo a arquitectura de computadores, de um ponto
de vista dos programadores, para alunos que tenham apenas conhecimentos basicos de
sistemas digitais. Neste caso, algumas sec¢Oes destes capitulos terdo de ser abordadas
de forma necessariamente superficial.

O Capitulo 1 descreve os conceitos fundamentais relacionados com a representacdo di-
gital de informagdo, a utilizagdo de diferentes bases de representacdo, as operagdes arit-
méticas nestas bases e as conversdes entre bases.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo de fungdes logicas e ao modo como elas sdo mani-
puladas, sintetizadas e optimizadas. A l6gica booleana é apresentada, de uma maneira
sistemdtica, mas numa perspectiva utilitdria de descrever um formalismo usado para a
manipulac¢do de expressdes logicas.

O Capitulo 3 aborda, de uma maneira necessariamente breve e sintética, as tecnologias
que sdo usadas para implementar circuitos l6gicos e as limitagdes impostas pelas restri-
¢Oes fisicas ao projecto de circuitos digitais.

O Capitulo 4 inicia o processo de integragdo de componentes fundamentais, com o ob-
jectivo de construir o que serdo os blocos basicos de computadores. Neste capitulo,
sdo descritos moédulos combinatérios de média complexidade, construidos a partir das
portas légicas estudadas anteriormente.

O Capitulo 5 aborda a constru¢do de médulos aritméticos que permitem executar as
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operacOes logicas elementares em base 2, e alguns aspectos das questdes relacionadas
com o desempenho desses mddulos.

O Capitulo 6 apresenta pela primeira vez o conceito de comportamento sequencial, e
descreve os circuitos que preservam o estado de um sistema (basculas) e que exibem
este tipo de comportamento.

O Capitulo 7 é dedicado ao projecto, anélise e optimizacdo de circuitos sequenciais, que
usam como elementos bésicos as basculas estudadas no capitulo anterior.

O Capitulo 8, que poderd ser considerado como o ultimo capitulo referente a primeira
parte da matéria, descreve a forma como os circuitos de média complexidade estudados
nos Capitulos 4, 5 e 6 podem ser interligados, de modo a poderem processar dados
complexos, quando controlados pelos sistemas estudados no Capitulo 7.

O Capitulo 9 representa uma introdugdo geral aos computadores, vistos de uma pers-
pectiva generalista. Tem como objectivo fazer a transigdo entre a andlise pormenorizada
que é feita na primeira parte do livro, dedicada aos sistemas digitais, e a anlise de alto
nivel que ird caracterizar progressivamente a segunda parte do livro, dedicada a arqui-
tectura de computadores.

O Capitulo 10 apresenta os conceitos de instrugdo e de conjunto de instru¢des de um
processador, e estuda o modo como as instrug¢des sdo especificadas, executadas e co-
dificadas. Esta capitulo introduz também o processador P3, um Pequeno Processador
Pedagobgico, que é a plataforma que serd usada para exercitar os conceitos de progra-
magao e arquitectura que sao os tépicos dos dois capitulos seguintes.

O Capitulo 11 é dedicado as técnicas de programagdo em linguagem assembly, usando o
processador P3 como plataforma para o estudo e desenvolvimento de pequenos projec-
tos de programagao.

O Capitulo 12 é dedicado ao estudo da estrutura interna de um processador, usando
novamente o P3 como caso de estudo, desta vez como um exemplo concreto do modo
como os circuitos internos de um processador simples sdo projectados, tanto na compo-
nente de circuito de dados como na componente de circuito de controlo.

Os trés capitulos que se seguem cobrem, de um modo necessariamente sumario, tépicos
de arquitectura que ndo podem ser abordados de uma maneira completa e sistemaética
num livro com as caracteristicas de um livro de apresentagdo como o presente. Tém
como objectivo apresentar os conceitos fundamentais envolvidos na utilizagdo de me-
morias, periféricos e técnicas avangadas de arquitectura, sem ter a pretensdo de cobrir
estes topicos de um modo completo ou exaustivo.



INDICE

O Capitulo 13 é dedicado ao estudo dos sistemas de memoria associados a processado-
res, sendo abordados os conceitos bésicos relacionados com a organizagdo de mapas de
memoria, utilizagdo de caches e sistemas de memoéria virtual.

O Capitulo 14 aborda as questdes relacionadas com operacdes de entradas/saidas e de
utilizagdo de periféricos em sistemas de computadores.

Finalmente, o Capitulo 15 representa uma breve introdugao a tépicos mais avangados de
arquitecturas de computadores, focando temas como a utiliza¢do de pipelines e as alter-
nativas que se desenvolveram para a exploragdo do paralelismo inerente aos programas
de computador. Para substanciar este estudo, é apresentado o processador P4 (Pequeno
Processador Pedagoégico com Pipeline) que ilustra alguns dos conceitos abordados.

Além do texto propriamente dito, e das séries de problemas incluidas no livro, existem
diversos recursos que foram criados durante o desenvolvimento deste trabalho, e que
podem ser usados para apoiar uma formacgao nesta drea. Os conceitos apresentados so-
bre arquitecturas de microprocessadores sdo ilustrados através da sua concretiza¢do na
realizacdo de um processador simples e did4ctico, o P3. De forma a permitir aos alunos
realizar trabalhos nas aulas préticas sobre a mesma arquitectura estudada nas aulas te6-
ricas, o P3 foi descrito em VHDL e implementado em hardware numa placa com uma
FPGA, memdria externa e um conjunto de dispositivos de interface. Em simultaneo,
desenvolveu-se um assembler para o assembly do P3 e um simulador para esta mesma
arquitectura. Assim, os alunos podem desenvolver os seus programas em assembly do
P3, gerar o c6digo executdvel, correr os programas no simulador e fazer o carregamento
desse executdvel para a placa, através da porta paralela do computador. Pretendeu-se
que o simulador emulasse por completo a placa, nomeadamente em termos dos perifé-
ricos disponiveis e da sua interface. Por um lado, o simulador permite que os alunos
ndo estejam limitados ao laboratério para executar os seus programas e, por outro, re-
presenta uma ferramenta preciosa para a depuracdo dos seus programas, uma vez que
o processo de depuracdo na placa é muito mais complexo. A limita¢do fundamental do
simulador é a velocidade de execucdo. Na placa, o P3 tem uma frequéncia de funciona-
mento de 6,25 MHz. Para além da programacao a nivel de assembly, ambas as versoes
do P3 permitem uma fécil alteracdo do contetido das ROMs de controlo, o que permite
nao so a alteragdo do microprograma das instrugdes existentes, como também a criagdo
e microprogramacado de novas instrugdes assembly. Estas ferramentas (assembler, simula-
dor, implementagdo em VHDL) estdo livremente disponiveis no sitio da Internet deste
livro. Pormenores desta implementagdo podem ser consultados no Apéndice A.

Nenhum prefacio estd concluido sem a necessaria seccdo de agradecimentos. Face ao
tempo que este livro demorou a ser concluido, os primeiros agradecimentos vao neces-
sariamente para as nossas familias que, durante alguns anos, aceitaram sem reclama-
¢Oes a ja habitual desculpa para a nossa sistemética indisponibilidade. Para a Luisa, a
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Irene e a Tila, a quem este livro é dedicado, assim como para os nossos filhos, Miguel,
Ana, Helena, Susana e Francisco, a quem roubdmos muitas horas para o poder terminar,
aqui fica um agradecimento do fundo do coracdo.

Outros agradecimentos sdo devidos por contribui¢des mais técnicas. Os revisores, Pe-
dro Diniz e Jodo Cardoso, leram versdes preliminares deste trabalho e contribuiram
com muitas sugestdes valiosas para o melhorar. Os alunos Jorge Santana, Nuno Barral6
e Fausto Ferreira contribuiram para diversos aspectos dos simuladores e implementa-
¢do em hardware. Os docentes das disciplinas de Arquitectura de Computadores do
Instituto Superior Técnico, Carlos Ribeiro, Jodo Gongalves, José Costa, Nuno Roma e
Alberto Cunha, contribuiram, ao longo do tempo, com comentdrios, sugestdes e diver-
sos melhoramentos. Os editores e colaboradores da IST Press, Joaquim Moura Ramos,
Miguel Dionisio e Paulo Abreu, assim como os revisores, deram uma preciosa ajuda
durante a fase final de edi¢do e de composigdo. A todos, o nosso muito obrigado. As
gralhas, erros e omissdes que restam, e serdo, seguramente, muitas, sdo, naturalmente,
da nossa inteira responsabilidade.

Finalmente, a declaracdo, 6bvia, mas indispensavel, que tudo isto s6 foi possivel devido
a0s Nossos pais.

Lisboa, Julho de 2006

Os autores
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REPRESENTACAO DIGITAL DE INFORMACGCAO

Neste capitulo ir-se-4 iniciar o estudo do modo como a informagédo é representada, em
forma digital, num computador. Em particular, irdo ser abordados os mecanismos atra-
vés dos quais diversas grandezas podem ser representadas num computador digital,
cujos circuitos permitem apenas um de dois valores possiveis.

Para tal, é necessario comecar por perceber o modo como nimeros inteiros sdo repre-
sentados, tanto em base 10, que é familiar a todos, como em outras bases de numeracéao,
mais apropriadas a manipulagdo por computadores.

Comecam por analisar-se, na Sec¢do 1.1, os sistemas de numeragdo que estdo subjacen-
tes a representacgdo bindria de nimeros. A Seccdo 1.2 é dedicada ao estudo de rudimen-
tos da aritmética bindria. A Seccdo 1.3 aborda a utiliza¢do de c6digos, quer numéricos
(com relevo para os decimais) quer alfanuméricos (para representar outro tipo de infor-
magdo). A Secgdo 1.4 termina o capitulo com alguns conceitos de base de organizagao
da representagao bindria de informagao.

1.1 BASES DE NUMERACAO

Este capitulo aborda a representa¢do de ntimeros inteiros e fracciondrios sem sinal. Mais
tarde, no Capitulo 5, este assunto é retomado para abordar a representacdo de nimeros
inteiros com sinal. A representacdo de ntimeros em sistemas digitais tem de ser feita
utilizando o suporte possivel que é a existéncia de dispositivos com um funcionamento
bindrio.

Recordando que a representagdo usual de nimeros assenta na utilizagdo de uma base
de numeragdo que € a base 10, natural se torna pensar que a representagdo de ntimeros
poderd ser feita, em sistemas digitais, utilizando a base 2.

Estudar-se-a primeiro o caso geral de representacdo usando uma base genérica b, con-
cretizando posteriormente o caso da base 2

1.1.1 REPRESENTAGAO DE NUMEROS INTEIROS EM BASE b

A representagdo de um ntamero inteiro é feita utilizando uma sequéncia de algarismos.
O ntimero 435, por exemplo, estd representado pela sequéncia dos algarismos 4, 3 e 5.
A interpretacdo da representagdo de um ntmero resulta, por um lado, dos algarismos
utilizados e, por outro, da sua posi¢do dentro da sequéncia. Como é evidente, 435 # 354,
muito embora os algarismos usados sejam os mesmos.
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BASES DE NUMERACAO

A posigdo dos algarismos indica o peso com que cada algarismo deve ser interpretado.
No exemplo anterior, o algarismo 4, por estar na terceira posi¢do a partir da direita,
significa, de facto, 4 centenas. O algarismo 3 representa 3 dezenas, e o 5 representa 5
unidades.

Isso pode ser indicado mais formalmente do seguinte modo:

435 = 400+30+5
= 4x100+3x10+5 (1.1)

ou, explicitando as poténcias de 10 envolvidas,

435 = 4 x 10* +3 x 10* +5 x 10° (1.2)

O ntimero 435 diz-se representado em base 10, uma vez que resulta da soma de suces-
sivas poténcias de 10, pesadas cada uma pelo valor do algarismo correspondente de
acordo com a Equacdo 1.2. Para indicar explicitamente que o ntimero se encontra repre-
sentado em base 10 é usada a seguinte notagdo: 435;¢. Para representar um ntimero em
base 10 sdo usados, para indicar os pesos de cada poténcia de 10, algarismos de 0 a 9,
no total de 10 algarismos distintos.

Nada impede a utilizagdo de outra base para representar um ntimero. Considere-se, por
exemplo, o nimero 1161 representado em base 7, o que é habitualmente indicado por
11617. Nesse caso esta representacdo tem o seguinte significado:

1161, = 1x7TP4+1x7?4+6x7'4+1x7°
= 1x343+1x49+6x7+1 (1.3)
= 43510

Verifica-se, assim, que 1161 é outra forma de representar o ntiimero 435;.

De um modo geral, pode portanto representar-se qualquer ntimero inteiro N em qual-
quer base b:

N =pn1 X" 4 ppgxb" 24 +p1 x b +pg x b (1.4)
ou
n—1 '
N=) p;xV (1.5)
j=0

em que p; é o algarismo que representa o peso da poténcia j da base. O namero de
algarismos necessérios é b e é usual que os algarismos sejam os inteiros entre 0 e b — 1:

p; €{0,1,....,b—1} (1.6)
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REPRESENTACAO DIGITAL DE INFORMACGCAO

Assim, para a representacdo de niimeros numa base b ndo podem ser utilizados alga-
rismos de valor igual ou superior a b. Por exemplo, a representacdo de um niimero em
base 7 ndo pode utilizar o algarismo 7 nem nenhum outro superior a 7. A sequéncia de
digitos 17427 ndo é assim uma representacdo védlida de um namero.

A conversdo da representacdo de um niimero em base b para a representagdo em base 10
ndo oferece qualquer dificuldade, como se viu, na Equacdo 1.3. A conversdo inversa, de
um ntmero representado em base 10 para a sua representacdo em base b é um pouco
mais trabalhosa, mas é igualmente simples. Um dos métodos mais comuns é o método
das divisoes sucessivas. Considere-se, entdo, um ntimero NN representado em base b, de
acordo com a Equacdo 1.4. Se se dividir o niimero por b obtém-se

al x Y
? = (pnflan_2—{—pnf2><bn—3_}__.._|_plxbO)_I_pOb
= (pn—l x p2 + Pn—2 X pn—3 + -+ p1 X bO) + % (17)

em que pg é o resto da divisdo de N por b (recorde-se que py < b). Deste modo identifica-
-se 0 algarismo p( da representacdo do ntiimero em base b.

.~ . . , N cpe 2 .
A repeticdo do procedimento anterior para o nimero - permitird obter p; e pela apli-
cacdo sucessiva do procedimento obter-se-do todos os algarismos da representagdo do
numero.

Considere-se, a titulo de exemplo, a obtengdo da representacdo em base 5 do nliimero
273102

273 3
— =54+ - 1.8
= +: (1.8)
De igual modo se obtém
54 4
= = 10+ =
5 * 5
10 0
= = 94 = 1.9
= +z (1.9)
2 2
2 = o+ 2
5 i 5

Das Equacoes 1.8 e 1.9 é facil obter pg = 3, p1 =4, p2 = 0 e p3 = 2. Donde,
27310 = 20435 (1.10)

1.1.2 REPRESENTAGAO DE NUMEROS EM BASE 2

A representac¢do de niimeros em base 2 é importante porque, para a utilizacdo de compu-
tadores e outros sistemas digitais, a representacdo dos ntimeros terd de ser baseada num
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BASES DE NUMERACAO

conjunto de dois valores diferentes para uma determinada grandeza fisica. Em compu-
tadores digitais, essa grandeza fisica é habitualmente a tensdo eléctrica entre dois pontos
de um circuito electrénico.

Para a representagdo de um ntimero inteiro em base 2, sdo necessdrios, naturalmente, 2
algarismos, usualmente designados por 0 e 1. Tal como para outras bases, um ntimero
inteiro é, portanto, representado por uma sequéncia de algarismos, neste caso, algaris-
mos bindrios ou bits (do inglés, Binary Digit). Na Tabela 1.1 encontram-se os ntimeros
inteiros de 0 a 15 representados em base 2.

TaBELA 1.1: Representacdo dos inteiros de 0 a 15 em base 2.

Base 10 | Base 2 || Base 10 | Base 2
0 0 8 1000
1 1 9 1001
2 10 10 1010
3 11 11 1011
4 100 12 1100
5 101 13 1101
6 110 14 1110
7 111 15 1111

Por exemplo 1101012 é um ntimero representado em base 2 ou, como também se diz,
representado em bindrio.

Na secgdo anterior apresentou-se uma metodologia para, a partir de um namero em
bindrio (ou representado em qualquer outra base), obter a representacdo do mesmo nu-
mero em base 10, uma vez que é essa a base habitual de representagéo.

A técnica utilizada consistiu em explicitar a representacdo do ntimero em termos de
somas pesadas de poténcias da base e calcular em base 10 o valor do ntiimero. Esta é uma
técnica de aplicagdo geral que pode, portanto, ser também aplicada no caso de ntimeros
representados em base 2. No caso do ntiimero 1101015 acima referido, considerando que
se trata de um ntimero de 6 algarismos, vird

110101y, = 1x294+1x22+0x22+1x22+0x2' +1x2°
324+16+4+1 (1.11)
= 5310
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REPRESENTACAO DIGITAL DE INFORMACGCAO

O problema inverso, a determinagdo da representacdo de um nimero em base 2 (ou
noutra base b qualquer) dada a sua representagdo em base 10 foi igualmente tratado,
tendo sido apresentado o método das divisdes sucessivas. Usando, agora, como exem-
plo o ntimero 26, note-se que

26=13x2+0 (1.12)

explicitando o quociente e o resto da divisdo do ntimero por 2.

O ntimero 13 é, por sua vez, representdvel como 13 = 6 x 2 + 1, pelo que substituindo
na Equagdo 1.12, se obtém

26 = (6x2+1)x2+0
= 6x2241x2+0 (1.13)

Considerando agora que 6 = 3 x 2 4 0, resulta

26 = (3x2)x224+1x2+0
= 3x224+1x240 (1.14)
E,como3=1x2+1,vem
26 = (I1x2+1)x2°4+1x2+0
= 1x224+1x224+1x2+0 (1.15)

Representando, por fim, explicitamente todas as poténcias de 2, vem
26=1x214+1x22+0x22+1x2' +0x2° (1.16)

E agora facil ver que o ndmero 265, se representa em base 2 por 11010,. Os diversos
algarismos bindrios sdo, como se viu, 0s sucessivos restos da divisdo por 2 do ntimero
inicial e dos sucessivos quocientes. A forma mais habitual (e rdpida) de realizar os
calculos é, porém, a da aplicagdo sucessiva do modo habitual de realizar o algoritmo da
divisdo recolhendo-se, no final, os diversos restos:

O algarismo de maior peso corresponde ao resto da tltima divisao e sucessivamente até
ao algarismo de menor peso, que € o resto da primeira divisdo.
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1.1.3 REPRESENTAGAO DE NUMEROS FRACCIONARIOS EM BASE 2

A conversio de niimeros fracciondrios, representados em base 2 (ou em qualquer outra),
para base 10 ndo apresenta quaisquer problemas, utilizando-se a mesma metodologia
que se utiliza para inteiros. Um ntimero fracciondrio pode ter uma parte inteira e uma
parte decimal, isto é, uma parte menor que 1. Essa parte decimal, com n algarismos, é
representavel pela seguinte expressao:

N=p i xb l4p oxb 2+ 4p_,xb" (1.17)

ou

N=)Y p;xt (1.18)

1=—1

Considere-se, a titulo de exemplo, o namero 0,10110102. A conversdo é imediata:

0,10110100 = 1x27'41x234+1x2744+1x276
0,5 + 0,125 + 0,0625 + 0,015625 (1.19)
= 0,703125;

A conversdo de um ntimero fracciondrio entre uma base b e a base 10 é feita, portanto,
usando o mesmo algoritmo que no caso de niimeros inteiros, tendo o cuidado de nédo
acrescentar através do processo de conversdo maior precisdo ao niimero de que se par-
tiu, uma vez que isso ndo teria qualquer significado.

De facto, o nimero 0,1011010; é representado com 7 algarismos bindrios apds a vir-
gula. Isso significa que estd representado com uma precisdo de 1 em 27, uma vez que
com esses 7 algarismos, é possivel representar 27 nameros diferentes. O nimero que se
obtém por conversdo da base representa a mesma grandeza e, portanto, o niimero de
algarismos deve ser tal que a precisdo ndo ultrapasse a da representagdo inicial. Tere-
mos, assim, de escolher um ntmero p de algarismos, tais que p seja 0 maior inteiro que
verifique a equagao

107 < 27 (1.20)

e venha, portanto,
p = [logq 27J (1.21)

Da Expressdo 1.21! resulta p = 2. Assim, a representagdo correcta em base 10 do nu-
mero 0,1011010; é 0,7019, que se obtém por arredondamento do resultado obtido na
Expressado 1.19

A fungio |z| (em inglés, floor, devolve, para o ndmero real z, o maior inteiro menor ou igual a =
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O problema inverso de conversdo de um niimero fraccionario representado em base 10
para uma base qualquer, nomeadamente a base 2, utiliza, tal como no caso dos ntimeros
inteiros, um algoritmo mais complexo, se ndo se pretender realizar as operagdes aritmé-
ticas na base para onde se converte. O procedimento a utilizar serd apresentado de
seguida, usando um exemplo. Considere-se, assim, o ntiimero 0,627;9. Este ntimero,
quando representado em base 2, serd

0,62710 = 0,p—1P—2P—3P—4 - - - P—ny (1.22)

Pretende-se obter o valor dos sucessivos algarismos p_1,p_2,p—3,p—4 € p—,. Multipli-
cando ambos os membros da Equagao 1.22 por 2, resulta:

1,35410 = p—1,p—2P—3P-4 - - - P—ny (1.23)

De facto, a multiplicacdo por 2 em base 2 corresponde ao deslocamento de todos os
algarismos do ntimero de uma posicdo para a esquerda, tal como a multiplicagdo por
10 em base 10. Da andlise da Equagdo 1.23 e notando que as partes inteiras dos dois
membros da equagdo tém de ser iguais, tal como as partes fracciondrias vem, portanto,

1=p_, (1.24)

0,35410 = 0,p—2p—3p—4 .- P—ny (1.25)

A Equacgdo 1.24 permite identificar o algarismo p_;. Para o segundo algarismo, p_»,
aplica-se agora o mesmo algoritmo a parte fracciondria resultante, representada na Ex-
pressdo 1.25. A aplicagdo sucessiva da multiplicacdo por 2 permite obter a sucessdo de
algarismos da parte fraccionaria do nimero. E 6bvio que, tal como na conversio in-
versa, se deve utilizar, na base para onde se converte, o nimero maximo de algarismos
que ndo aumente a precisdo do ntimero em relacdo a sua representagdo original. No
exemplo acima, para ndo ultrapassar a precisdo inicial (155) serdo utilizados 9 algaris-
mos na representagdo em base 2 (27 = 512 e 2! = 1024). Completando o exemplo:

0,62719 = 0,1010110109 (1.26)
Quando se pretender fazer a conversdo da representagdo de niimeros com parte inteira
e fracciondria entre duas bases, procede-se a conversdo separadamente da parte inteira

e da parte fracciondria usando os respectivos algoritmos, somando-se no final os dois
nimeros obtidos.
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1.1.4 REPRESENTAGAO DE NUMEROS EM BASES POTENCIAS DE 2

A representacdo de nimeros em base 2 é necessdria, pois é a utilizada pelos sistemas di-
gitais para representar nameros internamente, mas tem a grande desvantagem de utili-
zar sequéncias de algarismos relativamente longas. Por exemplo, 153,845, representa-
-se em base 2 por 10011001,110110001,. Estas representagdes tornam-se de dificil per-
cepgdo e manipulagdo. A representagdo em base 10 ndo tem esses inconvenientes, mas
ndo pode ser utilizada para representagdo interna em sistemas digitais. A solugdo para
este dilema ¢é a utilizagdo de formas condensadas da representagdo bindria, que se tor-
nam possiveis representando o nimero em bases que sdo uma poténcia de 2, isto §,
4,8,16, ... Normalmente utiliza-se a base 8 ou, mais frequentemente, a 16. Estas repre-
sentagdes permitem, como se verd, a representacdo condensada e facilmente convertivel
de nimeros binarios com muitos digitos.

A base 8 utiliza os algarismos de 0 a 7, e a conversdo de ntimeros entre a base 8 e a base
10 utiliza, naturalmente, os procedimentos atrds descritos. Um ntimero representado
em base 8 diz-se, também, representado em octal. A representagdo de nimeros em base
16, ou em hexadecimal, como é hédbito designar este tipo de representacao, é semelhante
a qualquer outra base, sendo apenas necessario ter em conta que existem 16 algarismos,
de 0 a 15. No caso dos algarismos que representam 10, 11,12, 13, 14 e 15, usam-se habi-
tualmente, as letras maitisculas de A a F. Os 16 algarismos estdo listados na Tabela 1.2:

TaBELA 1.2: Algarismos da base 16.

Namero | Algarismo || Numero | Algarismo
0 0 8 8
1 1 9 9
2 2 10 A
3 3 11 B
4 4 12 C
5 5 13 D
6 6 14 E
7 7 15 F

O ntimero 4A6F; tem portanto em decimal a seguinte representagéo:

4A6F1 3 = 4x1624+10x%x16%+6 x 16+ 15
= 4 %4096+ 10 x 256 + 6 x 16 + 15 (1.27)
= 190551
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Do mesmo modo, em base 8 o numero 36055 é

36055 = 3x8 +6x8+5
= 3x51246x64+5 (1.28)
= 19251

A conversdo entre bases em que uma é uma poténcia da outra faz-se de um modo muito
tacil. Considere-se, com algum pormenor, a conversdo do nimero 101101110101, para a
base 16. Comeca-se por representar o ntimero, explicitando a sua expressdo em termos
das poténcias da base, a semelhanca do que jé atrds se fez:

101101110101, = 1x2M +0x209 +1x22+1x22 +0x 27 +
+1x20+1x 22 +1x2P+0x224+1x2%2+ (1.29)
40x 2t 11 x20

Seguidamente agrupam-se os termos em grupos de 4 a partir dos menos significativos:

101101110101, = (I x2" +0x 20 +1x 27 +1x2%) +
+(O0x 2" +1x 25 +1x2°+1x2%) + (1.30)
+(0x2°4+1x22+0x 2" +1x2%

Colocam-se em evidéncia em cada grupo as poténcias de 2 necessarias para deixar cada
grupo representado em termos de soma pesada das poténcias de ordem 0,1,2 e 3.

101101110101, = (1 x 23 +0x2%+1x 2 +1x2%) x 28 +
+(0x224+1x22 41 x2' +1x2% x2* + (1.31)
+(O0x 22 +1x22+0x 2" +1x2% x2°

Mas 28 = 162,2% = 16! e 2° = 16" sdo poténcias de 16. Pode-se portanto escrever:

1011011101015 = 11 x 162 4+ 7 x 16* + 5 x 16° (1.32)

E agora fécil concluir que
1011011101012 = B751¢ (1.33)

Repare-se que cada algarismo em base 16 foi definido pelos 4 algarismos binarios que
inicialmente foram agrupados. Entdo, se se conhecer a equivaléncia entre os algaris-
mos da base 16 e a sua correspondéncia num ndmero bindrio de 4 algarismos, pode
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TaseLa 1.3: Correspondéncia entre os algarismos da base 16 e a sua representagdo
em bindrio com 4 algarismos.

Ntmero | Algarismo || Ntumero | Algarismo
0000 0 1000 8
0001 1 1001 9
0010 2 1010 A
0011 3 1011 B
0100 4 1100 C
0101 5 1101 D
0110 6 1110 E
0111 7 1111 F

determinar-se directamente o niimero em base 16 a partir do namero em base 2. Essa
correspondéncia pode ser facilmente obtida e estd representada na Tabela 1.3

Se se isolarem os grupos de 4 algarismos binarios do namero 1011 0111 0101, pode
este ser assim convertido directamente para a base 16

1011 < B
0111 & 7
0101 <« 5

obtendo-se o niimero B7516, como se viu. E de notar que os grupos de 4 algarismos sao
formados a partir do algarismo menos significativo, isto é, da direita. Tal decorre, como
se pode deduzir facilmente, do modo como o algoritmo foi definido.

No caso de um ntimero em bindrio ter um ntmero de bits que ndo é mdltiplo de 4, o
método aplica-se exactamente da mesma maneira. Considere-se o nimero 11010110115.
Isolando os algarismos em grupos de 4 a partir do menos significativo, obtém-se

1101011011, = 11 0101 1011,
3 5 Big (1.34)
= 35Big

No caso de outra base poténcia de 2, como por exemplo a base 8, 0 método é seme-
lhante, variando apenas o niimero de algarismos que se agrupam. No caso da base 8, os
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algarismos juntam-se em grupos de 3 (23 = 8). Exemplificando:

10010110101001, = 10 010 110 101 001,
= 2265 Ig (1.35)
= 22651

Do mesmo modo, a passagem de uma base poténcia de 2 para a base 2 realiza-se pelo
processo inverso:

TDA3F;s = 7 D A 3 Fg
= 0111 1101 1010 0011 1111, (1.36)
— 01111101101000111111,

Exemplo semelhante pode ser considerado para base 8:

3461y = 3 4 6 1g
= 011 100 110 001, (1.37)
= 11100110001,

Uma maneira alternativa, muitas vezes utilizada, de indicar que um ntdmero esta repre-
sentado em base 16 consiste em terminar o ntimero com a letra . Assim, por exemplo,
escrever 487116 € o mesmo que escrever 4871h. Do mesmo modo é habitual usar as
letras b, o e d para indicar que um ntimero esta representado, respectivamente em bina-
rio, octal ou decimal. Por exemplo, 11101012 pode ser representado por 1110101b. Este
modo de representagdo serd a partir daqui o preferido quando for necessdrio indicar a
base em que um ntimero esta representado.

O uso da representagdo de nimeros em bases poténcias de 2, nomeadamente nas bases
8 e 16, permite, assim, a representacao em forma compacta de niimeros bindrios com
muitos digitos. Existe, para além disso, como se viu, um modo muito simples de con-
verter os niimeros entre a base 2 e essas bases, que é praticamente independente em
complexidade do ntimero de algarismos da representacdo dos ntiimeros. Por fim, per-
mite conversdes parciais de zonas do ntimero que podem interessar. E facil conhecer,
por exemplo, os digitos bindrios menos ou mais significativos de um ntimero represen-
tado numa dessas bases, sem a necessidade da conversdo completa. Por exemplo, no
nuimero A23Bh é fécil verificar que os 5 algarismos mais significativos em binario sdo
10100.

A conversdo de nameros com parte fracciondria entre a base 2 e bases poténcias de
2 realiza-se exactamente do mesmo modo, tendo o cuidado de agrupar os algarismos
bindrios a partir da virgula, como pode ser facilmente concluido. Considere-se, a titulo
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de exemplo, o niimero 1001010,101100111111b:

1001010,101000111111b = 100 1010, 1011 0011 1111b
= 4 A, C 3 Fh (1.38)
= 4A,C3Fh

Do mesmo modo, a passagem de base poténcia de 2 para a base 2 ndo oferece qualquer
dificuldade para ntimeros com parte fracciondria:

0271,35270 = 5 2 71,35 2 70
= 101 010 111 001, 011 101 010 111b (1.39)
= 101010111001,011101010111b

1.2 OPERACOES ARITMETICAS EM BASES 2,8 E 16

Nesta seccao refere-se brevemente a aritmética elementar nas bases 2, 8 e 16. Limita-se
a abordagem a somas e produtos de ntimeros inteiros positivos. O estudo da aritmética
abordando inteiros negativos sera feito mais tarde, no Capitulo 5. Ai serd considerada
também a subtraccao.

1.2.1 SomMAs EM BASE 2

A soma em base 2, tal como em qualquer outra base, ndo é fundamentalmente diferente da
soma em base 10. O procedimento adoptado assenta na existéncia de uma tabuada da
soma e na metodologia de somar ntimeros algarismo a algarismo. A soma ¢é efectuada,
somando, para cada ordem a comegar pelo algarismo menos significativo, os algaris-
mos dos niimeros a somar com o transporte da ordem anterior. A soma deve também
gerar o transporte para a ordem seguinte. A tabuada da soma em base 2 (Tabela 1.4) é
particularmente simples.

TaBELA 1.4: Tabuada da soma em base 2.

Y
X+Y
* 0 1
De 0 1
111 10
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Repare-se que, na soma 1 + 1, o resultado ja ndo é representavel num tnico algarismo,
sendo, portanto, necessdrio utilizar dois algarismos. Isso significa que, no algoritmo da
soma, surgiré, neste caso, um transporte de 1. Nos restantes casos da soma, o transporte
é sempre 0.

Considere-se, a titulo exemplificativo, a soma de 100011115 com 10110102. Nos algaris-
mos menos significativos, isto é, de ordem 0, na coluna mais a direita, a soma ndo tem
de ter em conta o transporte da coluna anterior. A soma de 1 com 0 é, de acordo com a
Tabela 1.4, 1, e o transporte, 0:

10001111
+1011010
1
0 transporte

Na segunda coluna, somando os algarismos de ordem 1, a soma de 1 com 1 tem como
resultado 10 (isto €, 21¢). Como o transporte da coluna anterior é 0, a soma ndo se altera.
Mas 10 é um ntmero de dois algarismos, donde, nesta coluna, o resultado da soma é 0,
e o transporte, 1:

10001111
+1011010
01
10 transporte

Na coluna seguinte, somando 1 com 0, obtém-se 1. Como o transporte é 1, é necessario
somar ainda esse 1, obtendo-se 10. Logo, a soma é 0, e o transporte é 1:

10001111
+1011010
001
110 transporte

Na coluna de ordem 3, temos a soma de 1 com 1, o que resulta em 10, somado ainda com
um transporte de 1, sendo o resultado 11. Neste caso, a soma é 1, tal como o transporte:

10001111
+1011010
1001
1110 transporte
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Continuando o raciocinio, obter-se-4, por fim,

10001111
+1011010
11101001
00011110 transporte

Claro que é possivel somar mais de dois nimeros. O tnico aspecto a ter em conta é
que, agora, o transporte pode ndo se limitar a um algarismo. Considere-se a soma de 4
numeros adiante indicada:

10011101
101011
11001
+1011011

Na primeira coluna, a soma d& 1002. Aqui, a soma é, naturalmente, 0, e o transporte, 10.
Tendo em conta este aspecto, o resultado final sera:

10011101
101011
11001

+ 1011011
100111100

Normalmente, nos sistemas digitais, as somas sdo realizadas entre dois nameros, sendo
as somas de mais de dois nimeros realizadas por somas sucessivas das diversas parce-
las a somar.

1.2.2 MULTIPLICAGOES EM BASE 2
Tal como no caso da adigdo, a multiplicagio em base 2 segue os mesmos métodos da
multiplicacdo em base 10. A tabuada da multiplica¢do é representada na Tabela 1.5.

Cada algarismo do multiplicador é multiplicado pelo multiplicando, gerando um pro-
duto parcial. A soma de todos os produtos parciais é o produto dos dois ntiimeros. De
facto, o produto M x N pode ser explicitado, se representarmos o multiplicador N em

24



REPRESENTACAO DIGITAL DE INFORMACGCAO

TaseLa 1.5: Tabuada do produto em base 2.

X xY Y

o OO

1
0
1

termos da sua representa¢do em base 2 (o mesmo se poderia fazer para qualquer base)
pela Equacao 1.40.

MxN = MX(pn_lX2R_1+pn_2X2n_2+---—|—p1><21+p0><20)
= MXPpo1 X2 V4 M X pp_o x2" 2 4. £ M x pp x 2+ (1.40)
+ M x pg x 2°

Por exemplo, se se pretender multiplicar M = 10001111 por N = 1010, o produto
obtém-se somando os quatro produtos parciais

10001111  x 1000
10001111 X 0
10001111 X 10
10001111 x 0

correspondentes aos quatro algarimos do multiplicador.

No algoritmo corrente, é fundamental, portanto, colocar os varios produtos parciais
alinhados com o respectivo algarismo do multiplicador:

10001111
x 1010
00000000 (= 10001111 x 0)
10001111 (= 10001111 x 10)
00000000 (= 10001111 x 0)
10001111 (= 10001111 x 1000)
10110010110

Naturalmente que, tal como no caso da multiplicagdo em base 10, se podem omitir os
resultados do produto do multiplicando por algarismos 0 do multiplicador:
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10001111
x 1010
10001111
10001111
10110010110

Repare-se que, em base 2, s6 hd duas hipéteses para os produtos parciais: ou o algarismo
do multiplicador é 0, e o produto parcial é 0, ou esse algarismo é 1, e o produto parcial
é igual ao multiplicando com o deslocamento correspondente ao peso do algarismo.
Ver-se-4, adiante, que esta caracteristica é importante na realizagdo desta operacdo por
sistemas digitais.

1.2.3 OPERAGOES ARITMETICAS EM OUTRAS BASES

A realizagdo de operagdes em outras bases nado levanta quaisquer problemas para além
de conhecer a tabuada das operag¢des nessas bases. Exemplificando para a soma em base
16, pode construir-se a tabuada da soma (Tabela 1.6).

TAaBELA 1.6: Tabuada da soma em base 16.

P
+
>~<

MmO 0O W > oo
ommgnNwmp
SEEmmO 0N o w
=L -N-ReNelle!
o -~ o™ mUOU

—t

[a)

—

—

13 14 15
10 11 13 14 15 16
101112 13 14 15 16 17
F 10111213 14 15 16 17 18
1011121314 15 16 17 18 19
101112131415 16 17 18 19 1A
1011121314 1516 17 18 19 1A 1B
10111213141516 17 18 19 1A 1B 1C
10111213141516 1718 19 1A 1B 1C 1D
1011121314 1516 1718 19 1A 1B 1C 1D 1E

MmO )T > © 0010 Ot W NN

MmO N W > © o~ o Ot wl|w

H M OO W P> © 00 30 ot x|k

M OO o P> © o 3 o o
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7
8
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C
D
E
F

0
0
1
2
3
4
5
6
7
3
9
A
B
C
D
E
F
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A construcdo desta tabela pode ser feita de diversas formas. Uma delas é considerar,
para cada soma, o valor dos algarismos, somé-los em decimal e transferir o resultado
para hexadecimal. Exemplificando com a soma 5 4 D, tem-se a soma de 5 com 13 (o
valor do algarismo D). O resultado desta soma é 18d ou, em hexadecimal, 12h, que é o
valor a colocar na tabuada.

A titulo de exemplo considere-se a soma de 1F3A5h com A542h:

1F3A5
+A542
 298E7
01000 transporte

A multiplica¢do é também de facil concretizagdo. Exemplifica-se com a tabuada da mul-
tiplicaciio em base 8 (Tabela 1.7) e com o produto de dois nimeros nessa base:

TaBeLa 1.7: Tabuada do produto em base 8.

X xY Y
o 1 2 3 4 5 6 7
o{o o o O O o0 0 0
1/0 1 2 3 4 5 6 7
210 2 4 6 10 12 14 16
D 310 3 6 11 14 17 22 25
4 10 4 10 14 20 24 30 34
510 5 12 17 24 31 36 43
6 |0 6 14 22 30 36 44 52
710 7 16 25 34 43 52 61

O produto de 15370 por 3140 serd

1537
x 314
6574
1537
5035
527664

A operacdo de multiplicacdo em base b, embora ndo seja conceptualmente diferente da
operagdo em base 10, obriga a um bom dominio da respectiva tabuada, o que, em geral,
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ndo se verifica. Nessas circunstancias, é evidente que a realizagdo de multiplica¢des
directamente nas bases consideradas reveste-se de alguma dificuldade. N&o é por isso
comum a realiza¢do deste tipo de operagdes. A soma, contudo, é muito ttil, como se
verd mais tarde, no contexto da arquitectura e programacdo de computadores.

1.3 CODIGOS

A representagdo em base 2 permite a representagdo de nliimeros em sistemas digitais.
Nem toda a informacdo, porém, é numérica. Ha muitos outros tipos de dados que
necessitam de ser processados e tratados. O texto é um exemplo 6bvio, mas estd longe
de ser tnico. Nesta sec¢do serdo analisados os métodos de representacdo de informagao
utilizando cédigos. Serd dado particular realce aos c6digos bindrio e BCD e a c6digos
alfanuméricos. A representa¢do de outros tipos de informacéo estd fora do ambito deste
livro.

1.3.1 CODIFICAGAO

A representagio de informagdo em sistemas digitais assenta no facto de os sistemas deste
tipo apenas terem como base, para representar seja o que for, as quantidades 0 e 1. Tal
como no caso dos algarismos bindrios, uma entidade que pode assumir dois valores é
designada por bit. Se existir uma entidade que gera informacdo e essa informacao se
concretizar em sequéncias de um de entre vdrios possiveis valores, a solugdo para a re-
presentacdo desses valores num sistema digital é a de os codificar. Isso significa que se
faz corresponder, a cada valor possivel, uma configuracdo determinada de bits que pas-
sam a representar aquele valor. Considere-se, como exemplo, um elevador num edificio
com 6 pisos: duas caves, o r/c e mais 3 andares. Se se pretender registar num sistema
digital o andar em que o elevador se encontra ou para onde se dirige, se em movimento,
ha que codificar essa informacao, isto é, fazer corresponder a cada andar uma determi-
nada configurac¢do de bits. O niimero de bits a usar serd, pelo menos, o necessario para
realizar 6 combinagdes. Como facilmente pode ser visto, bastam, portanto, 3 bits para
esse codigo. Um exemplo de codificagao esta ilustrado na Tabela 1.8.

A correspondéncia entre as entidades a representar e a sua codificagio chama-se cddigo.
A tabela anterior define, assim, um c6digo. Cada uma das configuragdes designa-se
por palavra do cédigo. O ntimero de bits da palavra de c6digo, se for igual para todas as
configuragdes, designa-se por comprimento do cédigo. Este codigo é, portanto, um cédigo
de comprimento 3. Como é 6bvio, este ndo é o tinico cédigo possivel para esta aplicagdo.
Na Tabela 1.9 ilustra-se outro cédigo.
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TaBeLa 1.8: Exemplo de cédigo.

Andar | Codificacdo
22 cave 000
12 cave 001
R/C 010
1© andar 011
29 andar 100
32 andar 101

A tnica restri¢do para um cédigo vélido é a de ndo haver codificagdes repetidas, o que
significa que, duas entidades diferentes ndo podem ser codificadas com a mesma pala-
vra de codigo.

TaBELA 1.9: Exemplo alternativo de cédigo.

Andar | Codificacao
22 cave 110
12 cave 111
R/C 000
12 andar 001
29 andar 010
32 andar 011

Qualquer das codificag¢des é aceitdvel. Os dois c6digos apresentados ndo tém nenhuma
caracteristica que os distinga significativamente um do outro. No entanto, podem ser
concebidos c6digos com algumas caracteristicas especiais. Por exemplo, usando agora
palavras de 4 bits para representar os varios andares, é possivel conceber um cédigo
que represente cada andar com uma sequéncia com dois bits a 0 e dois bits a 1, como se
mostra na Tabela 1.10.

Um possivel uso para cédigos deste tipo é detectar alguns erros de codificagdo ou de
processamento. Se, em determinado momento, o sistema tiver registado que o eleva-
dor estd no andar representado pela palavra 0010, é imediato que houve um erro de
codificagdo ou processamento, uma vez que a palavra 0010 ndo pertence ao cédigo.
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TAaBELA 1.10: Exemplo de c6digo com restrigdes.

Andar | Codificacao
22 cave 0011
12 cave 0101
R/C 1001
19 andar 0110
29 andar 1010
39 andar 1100

1.3.2 CoO6picos NUMERICOS

Embora os nimeros sejam habitualmente representados pela sua representacdo em base
2 (e, de algum modo, isso corresponde também a um cddigo), é muitas vezes necessa-
rio utilizar c6digos para representar niimeros, nomeadamente niimeros inteiros. Esses
c6digos denominam-se cddigos numéricos. A maneira mais simples para representar um
inteiro por um c6digo é fazer representar cada niimero por uma palavra de cédigo que
é a sua representacdo em bindrio. Na Tabela 1.11 ilustra-se um cédigo deste tipo com
palavras de comprimento constante.

Repare-se que todas as palavras de c6édigo tém o mesmo comprimento. Por exemplo, o
nuimero 3 representa-se por 00011 e ndo por 11, que seria a sua normal representagdo em
base 2. Este tipo de c6digo em que cada ntimero é codificado pela sua representagdo em
base 2 com um ntimero fixo de bits, denomina-se cédigo bindrio natural. Como é evidente
héa cédigos bindrios naturais com qualquer nimero de bits.

Uma situacdo muito comum, mas de diferente caracter, é a necessidade de codificar os
algarismos decimais. Tal necessidade resulta de que, por vezes, é conveniente repre-
sentar um ndmero nao pelo seu cédigo bindrio natural, mas sim pela codificacdo em
binario de cada um dos seus algarismos em base 10. Uma situacdo 6bvia é a de um
mostrador de uma mdaquina de calcular em que se representa um ntimero em decimal
para leitura fécil pelo utilizador, mas que, do ponto de vista da maquina, é representado
com bits. A solugdo classica é a de representar cada algarismo decimal do ntiimero pela
sua representacdo em bindrio, de acordo com a Tabela 1.12.

Este cédigo chama-se cdédigo BCD (do inglés, Binary Coded Decimal) o que significa, em
portugueés, Decimal Codificado em Bindrio. Repare-se que o c6digo BCD tem, para cada
algarismo, a mesma representagdo do cédigo binario natural de 4 bits. Acontece, po-
rém, que nem todas as posi¢des do cédigo tém significado. A indicacdo de que um
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TaseLa 1.11: Coédigo bindrio natural de 5 bits.

Numero | Codificacdo || Numero | Codificagdao
0 00000 16 10000
1 00001 17 10001
2 00010 18 10010
3 00011 19 10011
4 00100 20 10100
5) 00101 21 10101
6 00110 22 10110
7 00111 23 10111
8 01000 24 11000
9 01001 25 11001

10 01010 26 11010
11 01011 27 11011
12 01100 28 11100
13 01101 29 11101
14 01110 30 11110
15 01111 31 11111

TaBeLa 1.12: Coédigo BCD.

Algarismo | Codificagdo
0 0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001

© 00 N O T i W N+

numero estd representado em BCD faz-se indicando BCD em indice. Por exemplo, 719 é
representado por 0111gcp em BCD.

A representacdo de um numero em cédigo BCD faz-se representando cada algarismo
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decimal pela sua representagdo bindria, como se ilustra representando o ntiimero 2719
em BCD:

271910 = 0010011100011001 ¢ (1.41)

em que 0010 corresponde ao algarismo 2;; 0111, ao 719; 0001, ao 11¢; e 1001, ao 91¢.

Repare-se que nem todas as sequéncias de bits podem corresponder a uma codificagdo
usando o c6digo BCD. Por exemplo, a sequéncia 10110101 ndo é um ntimero codificado
em BCD, uma vez que os quatro bits da esquerda (1011) ndo correspondem a qualquer
algarismo, conforme se pode ver na Tabela 1.12.

De igual modo é importante referir que uma representacdo de um ntimero no cédigo
BCD néo é uma representacdo desse nimero em bindrio. Retomando o exemplo ante-
rior,

0010011100011001gcp = 271910 (1.42)

mas a mesma sequéncia de bits interpretada como um ntmero em base 2 tem outro
significado:
00100111000110015 = 1000910 (1.43)

o que, claramente, ndo corresponde ao mesmo nimero.

1.3.3 Co6p1cos REFLECTIDOS

Um tipo de c6digos numéricos particularmente importante sao os cddigos reflectidos (por
vezes, referidos como cédigo de Gray). Estes codigos tém como caracteristica fundamen-
tal o facto de duas palavras que codificam dois ntimeros sucessivos terem apenas um
bit diferente. Esta caracteristica é importante, como se verd no Capitulo 2.

Na Tabela 1.13 ilustra-se um cédigo reflectido de 3 bits. Repare-se que, com 3 bits, é
possivel codificar 8 ntimeros diferentes.

Como ¢é facil de ver, neste c6digo, cada ntimero nédo é, excepto em alguns casos, repre-
sentado pela sua representacio em binério. E possivel verificar que entre cada dois nu-
meros sucessivos se altera apenas um bit da sua representagdo em bindrio. Isso acontece
de igual modo entre as representagdes do 0 e do 7, os dois valores extremos representa-
dos.

A maneira mais directa de construir o cédigo reflectido de n bits é partir do cédigo de
n — 1 bits. Parte-se das 2! configura¢des do c6digo de n — 1 bits e repetem-se essas
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TaBera 1.13: Coédigo reflectido de 3 bits.

Numero | Codificacdo
0 000

001

011

010

110

111

101

100

N O T W N

TaBeLa 1.14: Construcdo do codigo reflectido de 4 bits.

000
001
011
010
110
111
101
100
100
101
111
110
010
011
001
000

configuragdes por ordem inversa, isto é, como se estivessem reflectidas num espelho
imagindario (daf o nome de cédigo reflectido), como se ilustra na Tabela 1.14.

Seguidamente junta-se o quarto bit da codifica¢do, fazendo-o igual a 0, nas posi¢des

iniciais, e igual a 1, nas posicdes «reflectidas», como se ilustra na Tabela 1.15, onde o
c6digo é ja representado.
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TaBera 1.15: Construgdo do cédigo reflectido de 4 bits (conclusdo).

Numero | Codificacao
0 0000
1 0001
2 0011
3 0010
4 0110
5 0111
6 0101
7 0100
8 1100
9 1101

10 1111
11 1110
12 1010
13 1011
14 1001
15 1000

A titulo de exercicio sugere-se a obten¢do dos codigos reflectidos de 2 e 3 bits, a partir do

codigo de 1 bit. Como é evidente, este tltimo nédo difere de um cédigo binério natural
de 1 bit.

1.3.4 CO6DIG0OS ALFANUMERICOS

Um tipo de informacgdo que é importante representar em sistemas digitais é um texto.
Por isso, é fundamental utilizar um cédigo para representar todos os caracteres pos-
siveis num texto. Ao longo da evolugdo dos sistemas digitais foram utilizados vérios
cédigos com essa finalidade. Actualmente, o c6digo mais usado é o cédigo ASCII (do in-
glés, American Standard Code for Information Interchange), que, tendo tido origem nos
Estados Unidos da América, rapidamente se tornou no cédigo universalmente aceite.
Um cédigo deste tipo tem de codificar as 26 letras do alfabeto em maitisculas e mints-
culas, os 10 algarismos, todos os sinais de pontuagdo e alguns caracteres especiais. O
cédigo tem palavras de 7 bits, o ntimero necessario para codificar todos os caracteres.
E usual representar a palavra do c6digo com os bits ordenados de 1 a 7 da seguinte
maneira: bgbsb4b3bab1bg. O cddigo estd representado na Tabela 1.16.
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TaBeLa 1.16: Coédigo ASCIL.

bsbs b4 000 001 010 011 100 101 110 111
b3babibg

0000 NUL DLE SP 0 @ P ’ P
0001 STH DC1 ! 1 A Q a q
0010 STX DC2 " 2 B R b r
0011 ETX DC3 it 3 C S C S
0100 EOT DC4 $ 4 D T d t
0101 ENQ NAK % 5 E U e u
0110 ACK SYN & 6 F \Y f \%
0111 BEL ETB ’ 7 G W g w
1000 BS CAN ( 8 H X h X
1001 HT EM ) 9 I Y i y
1010 LF SUB * : ] 4 j z
1011 VT ESC + ; K [ k {
1100 FF ES , < L \ 1 |
1101 CR GS — = M ] m }
1110 SO RS . > N a n ~
1111 SI Us / ? O _ o DEL

O carécter «SP» é o espaco.

Os caracteres das duas primeiras colunas e o DEL na tltima posi¢do da tabela sdo ca-
racteres de controlo. O significado dos caracteres de controlo estd ligado, para a sua maio-
ria, a aplicagdes do cédigo em transmissdo de informacdo entre equipamentos. Em
muitos casos esses caracteres ja ndo sao utilizados por terem evoluido os protocolos de
comunicacao.

A representacdo de um texto em ASCII é feita indicando a sucessdo de codigos dos ca-
racteres do texto. Por exemplo, o texto «Sistemas Digitais» serd codificado em
ASCII como: 1010011 1101001 1110011 1110100 1100101 1101101 1100001 1110011
0100000 1000100 1101001 1100111 1101001 1110100 1100001 1101001 1110011 .

Torna-se conveniente representar as configuragdes do cédigo ASCII em hexadecimal.
Neste caso, o texto acima seria, portanto, codificado como: 53h 69h 73h 74h 65h 6Dh
61h 73h 20h 44h 69h 67h 69h 74h 61h 69h 73h.
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A sequéncia ASCII 4Fh 73h 20h 73h 49h 73h 74h 65h 6Dh 61h 73h 20h 64h 49h 67h
69h 74h 61h 69h 73h 20h 75h 73h 61h 6Dh 20h 41h 53h 43h 49h 49h 20h 70h 61h 72h
61h 63h 6Fh 64h 49h 66h 69h 63h 61h 72h 20h 63h 61h 72h 61h 63h 74h 65h 72h 65h
73h 2Eh codifica a seguinte frase: «Os sistemas digitais usam ASCII para representar
caracteres.».

Por vezes, a designacdo dos cédigos ASCII dos caracteres faz-se em decimal e ndo em
hexadecimal. Por exemplo, a letra «A», que tem o cédigo 41h em hexadecimal, tem, em
decimal, o c6digo 65d.

O codigo ASCII permite representar um texto, mas tem algumas limitagdes. Por um
lado, ndo permite representar caracteres especiais especificos de uma lingua, como por
exemplo o «¢» em portugués, o «g» em sueco ou o «f3» em alemdo. Por outro, ndo per-
mite acentuar caracteres. Para além disso, ndo sdo representados outros alfabetos. Por
isso, foram desenvolvidas vdrias extensdes para representar os caracteres especificos e
os caracteres acentuados. A extensdo foi feita passando o cédigo a 8 bits, mantendo
compatibilidade com o ASCII de base. Infelizmente existem actualmente varios c6digos
incompativeis entre si. Em todos eles, porém, para os valores 00h a 7Fh, a representagao
é igual a do ASCII clédssico, de modo a manter compatibilidade entre essas extensdes e o
ASCII. Por exemplo, o cédigo ISO-8859-1, a extensdo normalizada pela ISO (do inglés,
International Standard Organization), Organiza¢do Internacional de Normalizacdo, para
alfabetos de paises da Europa Ocidental, tem para os caracteres codificados de 80h a
FFh a correspondéncia ilustrada na Tabela 1.17.

O carécter «nbsp» é um espago especial que inibe a quebra de uma linha de texto por
um processador de texto ou um browser.

A norma ISO-8859 tem outras subnormas que definem cédigos para caracteres de outras
zonas ou grupos linguisticos.

Mais recentemente surgiu o cédigo UNICODE, que pretende codificar todos os caracte-
res de todas as linguas. Cada palavra do c6digo tem 16 bits e, se necessario, utiliza uma
extensdo de 20 bits. O ASCII normal e a extensdo ISO-8859-1, apresentada acima, tém
compatibilidade com o UNICODE. Este cédigo foi ja recomendado como suporte para
todos os futuros protocolos da Internet.

1.4 REPRESENTACAO DIGITAL DA INFORMACAO

De um ponto de vista abstracto, a informacdo digital pode ser representada usando
dois valores, habitualmente designados por 0 e 1. Como também ja foi referido, uma
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TaBeLa 1.17: Codigo ISO-8859-1 (com by = 1).

brzbebsby | 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

bsbabi b
0000 nbsp o A b a 0
0001 ; + A N a fi
0010 ¢ 2 A O a o
0011 £ 3 A @) a 6
0100 € ’ A ) A o
0101 ¥ m A O & o
0110 | q & O ce o
0111 § C X C =
1000 g . E %) e 0
1001 © 1 E U é U
1010 t 7 E U é a
1011 < > E U é il
1100 - 1/4 I U i i
1101 - /s f Y i %
1110 ® 3 i p 1 b
1111 - . [ 8 i i

entidade desse tipo tem a designacdo de bit. Como é evidente, um bit — que s6 pode as-
sumir um de dois valores — ndo pode, por si s, dar suporte ao tipo de informacdo que
se referiu atras. E habitual, para representar informagao, organizar os bits em unidades
de maior capacidade.

Se se considerar, por exemplo, informacdo alfanumérica representada utilizando o cé6-
digo ISO-8859-1, cada carécter, que é a unidade minima 1til de informacgdo, ocupa 8 bits.
Esses 8 bits, sendo uma unidade bésica de informacao, se se estiver a tratar de texto, de-
vem ser processados, transferidos e armazenados em conjunto. Um conjunto de 8 bits é
designado por byte, ou octeto.

Um byte tem essa designagdo, independentemente do significado que se atribui a infor-
magio que veicula. E indiferente se um byte representa um carécter, dois algarismos
codificados em BCD, a cor de um pixel da imagem no monitor de um computador, ou
qualquer outro tipo de informacdo. O conceito de byte estd ligado ao conjunto de 8 bits
interpretados como uma entidade coerente.

Do mesmo modo, se define o nibble, como um conjunto de 4 bits que é interpretado como
uma unidade coerente. Um algarismo codificado em BCD, por exemplo, é representado
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por um nibble. A unidade bésica processada por um Intel 4004, um dos primeiros mi-
croprocessadores, que processava conjuntos de 4 bits, é, também um nibble.

Como é evidente, o conjunto de dois nibbles, se considerado como uma unidade, é um
byte.

Uma outra entidade que convém desde ja considerar é a palavra (word, em inglés). A
palavra é a unidade minima processada ou armazenada num sistema. Por exemplo, o
Intel 4004 de que se falou atrds é um processador com palavras de 4 bits. O Intel 8080 ou
o Motorola 6800, por exemplo, que processavam bytes, tinham palavras de 8 bits. O Intel
8086 ou o Motorola 68000 ou o processador P3, apresentado mais a frente neste livro,
processam palavras de 16 bits. H4 computadores com palavras de outras dimensdes.
Ao contrario dos conceitos de byte ou nibble, portanto, o conceito de palavra ndo estd
ligado a uma dimensdo fixa. O ndmero de bits de uma palavra depende do contexto
que se considerar. No entanto, é comum admitir o comprimento de 16 bits quando se
refere uma palavra, a ndo ser que explicitamente seja especificada outra dimensao.

Nenhum texto, imagem, filme ou som, ndo trivial, pode ser representado por um byte ou
uma palavra. As aplicagdes tteis de sistemas digitais obrigam, na esmagadora maioria
dos casos, a armazenar grandes quantidades de informag¢do em conjuntos de bytes ou
palavras.

Quando se consideram grandes quantidades de objectos ou entidades abstractas é usual
a referéncia a centenas, milhares ou milhdes de unidades. Essa referéncia assume, como
é evidente, que a base de representacdo dos nimeros com que se trabalha é a base 10,
em que conceitos como milhar e milhdo sdo naturais por serem poténcias da base. Nos
sistemas digitais, porém, a base normal de trabalho para representar niimeros é a base
2, por condicionantes tecnolégicas. Em base 2, também as dimensdes sdo habitualmente
representadas como poténcias da base.

Em base 10, como se sabe dos sistemas de unidades de medida, a representacdo de nu-
meros relativamente elevados pode ser feita recorrendo a multiplos das unidades. Por
exemplo, em vez de se falar de 1000 m é habitual falar de 1 km. O «k» representa aqui
1000x. Em base 2, 1000d = 1111101000b. A filosofia que esteve na base da representa-
¢do de multiplos em base 10 pode ser aplicada em qualquer base, mas com diferentes
valores. Esses valores devem ser, tal como em base 10, poténcias da base. Mas convinha
ter em base 2 multiplos «tteis», isto é, multiplos que ndo se afastassem do que é habitual
em base 10 para manter aquilo que é o habito cultural dos seres humanos.

A poténcia de 2 mais perto de 1000d é

210 = 10000000000b = 1024d (1.44)
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Por isso, convencionou-se que, em sistemas digitais de todos os tipos (incluindo com-
putadores), 1k = 2!0 = 1024d. Assim, 1 kbyte significa exactamente 1024 bytes, mas
pode ser tomado com pequeno erro por 1 milhar de bytes.

Os muiltiplos habitualmente usados em sistemas digitais sdo os descritos na Tabela 1.18.

TaBELA 1.18: Multiplos em base 2.

Relagdo com Representagdo
Multiplo | Poténcia multiplo em base 10 Denominacado
inferior
1k 210 1 024d Quilo
M 220 =210k 1 048 576d Mega
1G 230 =21'M 1073 741 824d Giga
1T 210 =210G 1099 511 627 776d Tera

SUMARIO

Neste capitulo foram apresentadas diversas maneiras de representar informacdo em
sistemas digitais.

O primeiro aspecto abordado foi o da representacdo de ntimeros inteiros e fracciondrios
ndo negativos, sendo apresentada a representacdo de nlimeros em binario e os processos
de conversdo entre a representacdo em bindrio e a representacdo em decimal. No sentido
de facilitar a representacdo e manipulagdo de ntimeros bindrios com nimero elevado de
algarismos foram ainda estudadas as representacdes em octal e hexadecimal.

A problemaética da representacdo de niimeros incluiu ainda a ilustragdo da utilizacdo das
regras habituais da aritmética para a realizacdo de operac¢des directamente em bindrio,
octal ou hexadecimal.

A representacdo de informacdo de contetido ndo numérico foi também abordada, tendo
sido introduzida a utilizagdo de cédigos. Para além de c6digos numéricos e alfanuméri-
cos, foram ainda introduzidos os c6digos reflectidos, de grande importancia no estudo
dos métodos de simplificacdo de fungdes légicas apresentados no capitulo seguinte.

O capitulo termina com algumas defini¢des relacionadas com aspectos bdsicos de repre-
sentacao de informacao.
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EXERCICIOS

1.1 Represente os seguintes ntimeros em base 2:

1. 3310.
2. 1624p.
1.2 Considere os seguintes ntimeros e represente-os em base 2, tendo o cuidado de
ndo exceder a precisdo representada nos nimeros originais:
1. 28,541,.
2. 28,5401.
3. 143,710.
4. 143,7040.

1.3 Represente os seguintes nimeros nas bases 8, 10 e 16:

1. 101011010115.
2. 110000001,11015.
3. 11111000,00115.

1.4 Represente os seguintes niimeros nas bases 2 e 8:

1. A57Dys.
2. CAFE,s.
3. 17D, A8y6.

1.5 Considere o niimero 35,. Sabe-se que este nimero € inferior a 64,9. Que valores
pode z assumir?

1.6 Os ntmeros sdo habitualmente representados em bases n, com n positivo. Tal ndo
é, porém, estritamente necessario. Considere-se, por exemplo, a base —2. Nada
impede a representacdo de nimeros nessa base. Represente os primeiros 16 nime-
ros inteiros em base —2. Note que o ntimero de bits necessdrios pode ser superior
a quatro, o nimero minimo de bits necessdrios para representar 16 configuracdes.

1.7 Realize as seguintes operagdes nas bases indicadas:

1. 1001,110115 + 0,101014
2. 10010,115 x 10,01,

3. 2314,215 + 12,4135

4. 24,15 x 3,25
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1.8 Proponha o algoritmo da subtrac¢do em base 2.

1.9 Construa as tabelas da soma e da multiplicacdo em base 16. Use-as para realizar

as seguintes operagoes:

1. A57Dy6 + CAFE .
2. A57TD1g x 371s.

3. 35A,7E15 + 2D,1A61.
4. 35A,7E6 x 7,F1s.

1.10 A conversdo de ntimeros de uma base b para a base 10 é, como se viu, facil de rea-

1.11

lizar, descrevendo o nimero como soma pesada (pelos algarismos) de poténcias
da base e realizando as operagdes assim explicitadas. As operagdes sdo realizadas
na base 10. Na passagem inversa, da base 10 para a base b, foi apresentado um
algoritmo diferente. No entanto, a situagdo é perfeitamente simétrica, e o nimero
em base 10 pode ser descrito como uma soma pesada de poténcias de 10, com
todos os ntimeros intervenientes expressos em base b. Realizando seguidamente
as operacdes em base b pode obter-se a representacdo do namero nessa base. Ex-
perimente utilizar este método para representar em base 2 e 5 os nameros 3519
e 5721 e confirme utilizando os algoritmos usuais. O método também funciona
com ndimeros fracciondrios?

Partindo do algoritmo habitual da divisdo decimal, obtenha o algoritmo da divi-
sdo em bindrio, execute e valide (usando a operacdo inversa) a divisdo de 10101105
por 101,.

1.12 Considere a seguinte sequéncia de bits: 100001110011

1. Se a sequéncia for um nimero em bindrio, qual é o nimero representado?

2. Se a sequéncia for a representa¢cdo de um nimero em BCD, qual é o nimero
representado?

3. Se a sequéncia for um ntimero em base 3, qual é o niimero representado?

1.13 Considere os nimeros do Problema 1.1.

1. Represente-os no cédigo BCD.
2. Represente-os no cédigo ASCIIL
3. Represente-os no cédigo ISO-Latin (ISO-8859-1).
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Qual é a frase representada pela sequéncia de palavras do cédigo ISO-8859-1 in-
dicada seguidamente?

41h, 20h, 75h, 74h, 69h, 6Ch, 69h, 7Ah, 61h, E7h, E3h, 6Fh, 20h, 64h, 65h, 20h, 63h,
E3h, 64h, 69h, 67h, 6Fh, 73h, 20h, 70h, 65h, 72h, 6Dh, 6%h, 74h, 65h, 20h, 72h, 65h,
70h, 72h, 65h, 73h, 65h, 6Eh, 74h, 61h, 72h, 20h, 69h, 6Eh, 66h, 6Fh, 72h, 6Dh, 61h,
E7h, E3h, 6Fh, 2Eh

Os nomes dos aeroportos sdo codificados por sequéncias de trés letras maitisculas.
Por exemplo, o Aeroporto da Portela em Lisboa tem o cédigo LIS, o Aeroporto de
El Prat em Barcelona tem o c6digo BCN, e o Aeroporto John Kennedy em Nova
Iorque tem o cédigo JFK.

1. Quantos aeroportos podem ser codificados deste modo?

2. Quantos bits serdo necessarios em c6digo ASCII para codificar em bindrio os
cédigos dos aeroportos? E se se utilizasse o c6digo mais eficiente possivel
para codificar apenas letras maitisculas?

3. Quantos bits seriam necessarios se se atribuisse um cédigo bindrio tinico para

cada aeroporto com um ntimero minimo de bits?

Um cédigo ponderado é um cédigo numérico em que cada bit do cédigo tem um
peso, e o nimero codificado se obtém por soma dos pesos multiplicados pelo valor
do bit em cada respectiva posi¢do. O cédigo bindrio natural e o cédigo BCD sao
cédigos ponderados de pesos 8, 4, 2 e 1. Represente os dez algarismos decimais
nos cédigos ponderados seguintes:

1. 2,4,2,1.

2.5,4,2,1.

3.8 —-4,2,1

42



FUNCOES LOGICAS






FUNCOES LOGICAS

Os sistemas digitais, como j4 foi referido, assentam na utilizacdo de circuitos electré-
nicos que podem assumir, em cada momento, um de dois estados. No Capitulo 1
verificou-se como é possivel representar informagao de varios tipos usando grandezas
bindrias.

A concepcao e analise de circuitos do tipo dos utilizados em sistemas digitais carece de
ferramentas tedricas que sirvam de base a técnicas que permitam esse tipo de trabalho.
Em muitos casos, os circuitos electrénicos bdsicos devem desempenhar uma determi-
nada fungdo légica. Por exemplo, imagine-se um sistema de alarme de incéndio que
devera disparar quando a temperatura se encontrar acima de um patamar e um de dois
sensores de fumo se encontrar activado. A realizacdo deste sistema passa por uma fase
de anélise e especificacdo, seguida de uma possivel simplificacdo e implementagdo do
resultado.

A funcionalidade do sistema é tipicamente especificada usando formalismos matemati-
cos, dos quais o mais importante é a dlgebra de Boole. Do ponto de vista matemadtico, a
algebra de Boole bindria é a teoria sobre a qual se suportam muitas das ferramentas pra-
ticas que sdo correntemente utilizadas em sistemas digitais. A dlgebra de Boole binaria
serd apresentada na Secgdo 2.1.

Aquela dlgebra permite a utilizacdo de fun¢des booleanas, também designadas por fun-
¢Oes logicas, que sdo essenciais para as metodologias de andlise e sintese de circuitos
normalmente utilizadas. Formas de representacdo de fung¢des logicas serdo apresenta-
das na Secgdo 2.2.

Um aspecto central na concepgdo de circuitos digitais é a minimizac¢do das fung¢des 16gi-
cas, no sentido de reduzir a complexidade das expressdes e, implicitamente, a comple-
xidade dos circuitos usados para dar suporte a essas fungdes em sistemas digitais. Essa
problemadtica sera focada na Seccdo 2.3.

2.1 ALGEBRA DE BOOLE BINARIA

H4 diversas formas de abordar a dlgebra de Boole. Do ponto de vista algébrico, a maneira
mais correcta consiste na definicdo axiomética de uma algebra de Boole abstracta, com
a consequente derivacdo da estrutura. Para os sistemas digitais, refinar-se-ia entdo a
estrutura obtida para o caso da dlgebra de Boole bindria, isto é, a dois valores, decorrendo
daf todas as propriedades interessantes no contexto dos sistemas digitais.

A abordagem seguida neste livro é diferente. A estrutura ird ser construida a partir do
facto de se ter de trabalhar com entidades bindrias, e a algebra de Boole aparecerd a
posteriori.
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Como se referiu ja, e se verd com um pouco mais de pormenor no Capitulo 3, os circuitos
electronicos que sdo a base de sistemas digitais podem exibir em cada momento um
valor de tensdo de entre dois intervalos possiveis. Essa situa¢do pode ser encarada a
um nivel de maior abstrac¢do por uma grandeza que pode assumir dois valores. Esses
valores sdo habitualmente referidos como 0 e 1. Repare-se que a grandeza nao tem
qualquer significado numérico e os dois valores 0 e 1 ndo sdo nimeros. Repare-se,
ainda, que, em vez de 0 e 1, se podia usar qualquer outro conjunto de duas designagdes
diferentes. Sdo comuns as designagdes alternativas F e T (do inglés, False e True ) ou L e
H (do inglés, Low e High), por exemplo.

Uma grandeza que pode assumir um de dois valores é representada por uma varidvel
bindria ou varidvel l6gica ou, ainda, varidvel booleana. Do mesmo modo, aos valores 0 e
1 que a varidvel booleana pode assumir chamam-se valores booleanos, valores bindrios ou
valores 16gicos.

2.1.1 FuNgOEs Locicas DE UMA VARIAVEL

O universo de partida é, portanto, o conjunto B = {0, 1}. Trata-se de um conjunto finito
de dois elementos, o que vai permitir uma abordagem algébrica muito simples.

Sobre este conjunto podem ser definidas fun¢des denominadas fungoes I6gicas, fungoes
bindrias ou fungdes booleanas. Como s6 ha dois elementos no conjunto, o niimero de
fungdes é finito. O nimero de fun¢des de uma varidvel f(z), por exemplo, corresponde
as diversas formas de fazer corresponder elementos do conjunto B a cada um dos dois
elementos desse conjunto.

O ntamero de fungdes diferentes de uma varidvel é, como é facil de ver, quatro. Estas
funcdes sao descritas na Tabela 2.1.

TaBeLA 2.1: Funcgdes l6gicas de uma variavel.

x=0 =1 | Expressdo da funcdo | Nome da Fungdo
0 0 fo(z) =0 constante 0
0 1 filz) == identidade
f(x) _ -
1 0 folz) =T negacao
1 1 fa(z) =1 constante 1

Repare-se que, ao contrario do que acontece com o conjunto R dos ntimeros reais ou até
com o N dos ntimeros inteiros, neste conjunto B as fung¢des f(x) podem ser definidas
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pela indicacdo exaustiva dos seus valores para cada valor possivel da varidvel z, uma
vez que estamos perante um numero ndo sé finito, mas também muito limitado de
possibilidades. E, assim, possivel definir realmente uma funcdo de uma variavel pela
indica¢do do seu valor para cada valor da varidvel. Este tipo de tabelas é designado por
tabela de verdade ou simplesmente por tabela da funcio.

Tal acontece, por exemplo, com a fungdo f(x). Trata-se de uma funcdo que faz corres-
ponder a cada valor = de B o outro valor do mesmo conjunto. Esta fun¢do é uma funcdo
importante e tem a designhacdo de negagdo, complementagio ou ainda NOT.

A designacdo desta fun¢do decorre do estudo inicial de Boole, que estudou a algebra
das proposi¢des em que a fungdo negacdo transformava uma afirmacgdo falsa numa ver-
dadeira, e vice-versa. Os valores falso e verdadeiro constituem o conjunto de dois valores,
homologo do conjunto B, que motivou Boole para iniciar o estudo deste tipo de alge-
bras.

Das quatro fun¢des de uma varidvel, a negacgdo é a tinica que, como veremos, assume
relevo. De facto, fo(z) e f3(x) sdo as duas possiveis constantes, fo(z) =0e f3(z) =1, e
a funcdo fi(z) = x é também trivial.

Estas fun¢des podem também ser representadas pela sua expressdo I6gica, como ja foi
feito para as trés fungdes triviais no pardgrafo anterior. A negacao, por sua vez, é repre-
sentada pela Expressdo 2.1.

f2(z) =7 2.1)

Uma outra maneira de representar as fung¢oes logicas é graficamente. A negacao é gra-
ticamente representada por um dos simbolos da Figura 2.1.

Ficura 2.1: Representacdo gréfica da negacdo.

O facto de as fungdes l6gicas poderem ser definidas pela sua tabela de verdade permite,
no processo de algebrizacdo formal, encarar a hipdtese de demonstrar teoremas por
indugdo completa. E 6bvio que também é vélida a metodologia que permite realizar
essas demonstragdes por dedugdo a partir de um conjunto de axiomas, mas o facto de
existir a alternativa citada é, em si, um facto relevante com consequéncias vérias.
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O que se disse pode ser exemplificado para um importante teorema, o teorema da dupla
negagao:.
=z (2.2)

&l

A demonstracdo por indugdo completa parte do facto de s6 existirem dois valores pos-
siveis para x. Se se verificar que, para cada um dos valores de x, a Expressdo 2.2 se
verifica, entdo o teorema fica demonstrado.

A Tabela 2.2 permite organizar essa verificacdo. De facto, verifica-se que, para os dois
valores de z, a coluna z é igual a coluna T, o que demonstra por indugdo completa o
teorema da dupla negagéo.

TaBeLA 2.2: Demonstracdo do teorema da dupla negacdo.

X

O Ry
— ol 8l

2.1.2 FUNGOES DE DUAS VARIAVEIS

As fungdes légicas de duas variaveis f(z,y) sdo também em ndmero limitado, como é
6bvio, se bem que em maior quantidade. De facto, uma tabela de duas varidveis tem
22 = 4 linhas, ou, pensando em termos mais abstractos, o numero de configuragdes
possiveis de duas varidveis bindrias é 22 = 4; portanto, o ntimero de fungdes serd de
2% = 16, uma vez que para cada fungdo teremos uma sequéncia diferente de quatro
grandezas bindrias. As 16 fun¢des estdo representadas na Tabela 2.3.

2.1.3 As FUNGOES AND E OR

Algumas das fung¢des apontadas na Tabela 2.3 sdo mais relevantes que outras no con-
texto das aplicagdes ligadas aos sistemas digitais. A conjun¢do ou AND e a disjun¢do ou
OR sdo, em particular, da maior relevancia.

2.1.4 FuNgAo CONJUNGAO

A funcdo conjungio ou AND é representada pela Expressdo 2.3.

flz,y) =z Ny (2.3)
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TaBeLa 2.3: Fungdes logicas de duas varidveis.

x 0 0 1 1 Expressdo da Nome da
Y 0 1 0 1 Funcao Funcéo
0 0 0 0] fo(z,y)=0 constante 0
0 0 0 1| filz,y)=xAy conjun¢do ou AND
0 0 1 0] fo(r,y) ==y | implicacdo negada
0 0 1 1| f3(x,y)==x identidade
0 1 0 0] fa(z,y)=T =y | implicacdo negada
0 1 0 1| fs(z,y)=1y identidade
0 1 1 0f fes(z,y)=xdy disjungdo exclusiva ou XOR
) 0 1 1 1| fi(z,y)=xVy disjung¢do ou OR
’ 1 0 0 0] fs(x,y)=xVy NOR
1 0 0 1] fo(z,y)=x<y | equivaléncia
1 0 1 0] fiolz,y) =7 negacao
1 0 1 1] fuu(z,y) =2x<«y | implicagdo
1 1 0 0] fis(w,y)=7= negacao
1 1 0 1] fis(z,y)=2x=y | implicagdo
1 1 1 0] fuulz,y) =xAy | NAND
1 1 1 1] fis(z,y)=1 constante 1

Normalmente, porém, sempre que nado haja possibilidade de confusdo entre 0 AND e a
multiplicacdo numérica, usa-se a representagdo da Expressdo 2.4 que dé relevo ao facto
de o AND ser uma fung¢do com cardacter algébrico de produto.

flzy)=z-y (2.4)

Muitas vezes, para simplificar ainda mais, suprime-se o sinal - sempre que isso nao
cause confusdo, como se representa na Expressao 2.5.

flzy) =y (2.5)

A tabela de verdade do AND é individualizada na Tabela 2.4.

A fung¢do AND, designagdo mais corrente que conjungdo, é uma fungao que deriva o seu
nome do facto de, como se pode ver na tabela, a func¢do ser 1, apenas quando x = 1 e
y = 1. E também comum designar a conjungao por produto ldgico.

O AND é graficamente representado por um dos simbolos da Figura 2.2.
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TaBerLa 2.4: Tabela de verdade da fungdo conjuncdo de duas varidveis.

— = O Ol8
_— O = oI
_ o O O

y | )

‘ <

Ficura 2.2: Representacdo grafica da conjungao.

1

Ha varios teoremas * envolvendo a conjuncdo que sao importantes. Listam-se alguns:

Comutatividade da conjungio

T Y=9y-x (2.6)
Associatividade da conjungio
(z-y)-2=z-(y-2) (2.7)
Idempoténcia da conjungdo
Elemento neutro da conjungdo
r-1l=x (2.9)
Elemento absorvente da conjungdo
2-0=0 (2.10)
Complemento
r-T=0 (2.11)

2.1.5 FuNgAo DI1SJuNGAO

A outra fungdo ja referida, que em conjunto com o AND &, como se verd na Secgdo 2.1.9,
importante na definicdo da dlgebra de Boole, é o OR ou disjuncdo. A expressao logica da

Na Seccéo 2.1.9 analisar-se-4 em que contexto alguns destes teoremas o sdo realmente.
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funcdo disjunc¢do ou OR estd representada na Expressao 2.12

flz,y)=zVy (2.12)

Normalmente, porém, sempre que ndo haja possibilidade de confusdo entre o OR e a
soma numeérica, usa-se a representacdo da Expressao 2.13, que dé relevo ao facto do OR
ser uma fun¢do com cardacter algébrico de soma.

fle,y) =z +vy (2.13)

A tabela de verdade do OR é representada agora isoladamente na Tabela 2.5.

TaBeLa 2.5: Tabela de verdade da fungao disjun¢do de duas variaveis.

T oy|Tty
0 O 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

A disjun¢do ou OR é uma func¢do que deriva o seu nome do facto de a fungao ser 1
quando 2 = 1 ou y = 1. E também comum designar a disjuncio por soma ldgica.

O OR é graficamente representado por um dos simbolos da Figura 2.3.

X+Yy X+Yy

Ficura 2.3: Representacdo gréfica da disjungdo.

Tal como no caso da conjungdo, hd vérios teoremas referentes a disjun¢do que sdo im-
portantes:

Comutatividade da disjungdo
rt+y=y+z (2.14)

Associatividade da disjungdo
(z4+y)+z=a+(y+2) (2.15)
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Idempoténcia da disjungao

r+r==x (2.16)
Elemento neutro da disjungdo

r+0=2x (2.17)
Elemento absorvente da disjungdo

r+1=1 (2.18)
Complemento

rT+T = (2.19)

2.1.6 PriNncirio DA DUALIDADE

Como se pode ver dos dois conjuntos de teoremas apresentados para a conjungao e dis-
juncdo, para cada expressdo vdlida num dos conjuntos, existe uma expressdo no outro
que se obtém a partir da primeira, trocando entre si o par de valores 0 e 1 e o par de
operadores AND e OR. Por exemplo, considerando o teorema do elemento neutro do
produto 16gico, x - 1 = z, e substituindo o 1 pelo 0 e o operador - pelo +, obtém-se
x 4+ 0 = z, que é o teorema do elemento neutro da soma légica. Essa situagdo é comum
no tipo de estrutura algébrica que aqui se apresenta e resulta do principio da dualidade.

O principio da dualidade afirma, precisamente, que, se se verifica que uma expressao
em termos de AND, OR e NOT é verdadeira, também o é a expressdao que se obtém por
troca de todos os operadores AND por OR, de todos os operadores OR por AND, de todos
os valores 0 por 1 e de todos os valores 1 por 0.

O principio da dualidade resulta de uma certa simetria que existe entre as operagdes
conjuncdo e disjuncdo, patente nas respectivas tabelas. De facto, a conjun¢do ou AND é
uma fung¢do em que o resultado s6 é 1 quando as duas varidveis sdo 1. Simetricamente,
a disjungdo ou OR s6 tem resultado 0 quando as duas varidveis da fungdo sao 0.

Ao longo de todo o desenvolvimento da matéria se podera observar que esta simetria,
que estd na base do principio da dualidade, vai apresentar diversas manifestagdes que
suportam a oportunidade de observar sistematicamente a mesma realidade a partir de
duas perspectivas simétricas.

2.1.7 PRIORIDADE NA EXECUGAO DE OPERAGOES

Quando existem expressdes l6gicas que envolvem mais que uma operagao, é necessario
saber qual é a prioridade na execugdo das operagdes. Por exemplo, na expressdo x + y - 2,
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a ordem de execugdo das operagdes ndo € irrelevante. Na Tabela 2.6 ilustra-se o que
acontece para o caso de se realizar em primeiro lugar o AND ou o0 OR.

TaBELA 2.6: Tabela de verdade mostrando a ambiguidade da expressdo x + y - .

x y z | Prioridade ao OR | Prioridade ao AND
0O 0 O 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 O 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

A ambiguidade é eliminada pela utilizacdo de parénteses. Assim, se se pretender rea-
lizar primeiro o produto légico de y e z, deve indicar-se = + (y - 2), enquanto que se se
pretender executar primeiro a soma de x com y se deve representar (x + y) - z. Para
simplificar as expressdes, porém, admite-se que o produto tem prioridade sobre a soma
(como é usual na algebra clédssica) e, portanto, no primeiro caso apresentado podem
suprimir-se os parénteses.

2.1.8 TEOREMAS ENVOLVENDO CONJUNGAO E DISJUNGAO

Dois dos teoremas fundamentais que envolvem o AND e o OR simultaneamente sdo o
par de teoremas referentes a distributividade. A existéncia de dois teoremas de distribu-
tividade, sendo um da soma em relagdo ao produto, e o outro, do produto em relagdo
a soma, é compativel com o principio da dualidade. Esses dois teoremas sao o teorema
da distributividade do produto em relagdo a soma (Expressao 2.20),

z-(y+z)=x-y+x-2 (2.20)

e o teorema da distributividade da soma em relagdo ao produto (Expressdo 2.21).
x4y -z=(x+y) (z+2) (2.21)
Qualquer dos teoremas apresentados nesta sec¢do pode ser demonstrado por indugao

completa, a semelhanca do que se fez para o teorema da dupla nega¢do. A demonstra-
¢do por indugdo completa para, por exemplo, o Teorema 2.21 estd ilustrada na Tabela 2.7.
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TaBeLA 2.7: Demonstracdo do teorema da distributividade da disjun¢do em relagdo

a conjuncao.

x y zl|lez+y|lz+z|(z+y) - -(z+2) ||y-z|x+y- 2
0O 0 O 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0O 1 O 1 0 0 0 0
0O 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Estas duas igualdades sdo importantes, uma vez que na aproximacdo axiomética da

algebra de Boole elas sdo postulados definidores da estrutura algébrica, como se vera

na Secgdo 2.1.9.

Outros teoremas importantes envolvendo simultaneamente o0 AND e 0 OR sdo 0s seguin-

tes:

Absorgio

Redundincia

Consenso

Leis de Morgan

r+zr-y =

r-(x+y) = =

r+xy = Tty
z-(T+y) = z-y

rTyYy+ty-2+r-2 = xT-Y+r-z
(+y)-(y+2)-@T+z) = (z+y) (T+2)

r+y = Ty

Ty = T+Y
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As leis de Morgan, em particular, sdo extremamente importantes, uma vez que permi-
tem «transformar» expressoes em termos de somas em expressdes em termos de produ-
tos a menos de uma negacdo, como se ilustra, por exemplo, na Expressao 2.30.

8
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Graficamente, a mudanga de estrutura é mais evidente. Na Figura 2.4 ilustra-se o
mesmo exemplo.

——
[

amEaans oS
e D

Ficura 2.4: Exemplo de aplicagdo de uma das leis de Morgan.
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+
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=
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j E X+y):(Z+w)

A representacdo gréfica de uma fungdo como a feita no exemplo anterior tem o nome
de logigrama da fungdo. O logigrama de uma funcdo é, portanto, um dos modos de
representar uma funcéo.
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2.1.9 DEFINIGAO FORMAL DE ALGEBRA DE BOOLE

Ao longo deste capitulo tem vindo a construir-se, de maneira natural, uma estrutura
algébrica a partir de um conjunto B de dois elementos e de algumas das fun¢des que é
possivel definir sobre ele. Esta estrutura é uma de um conjunto de estruturas designadas
por algebras de Boole.

Na perspectiva que tem vindo a ser seguida, todas as propriedades anteriormente lis-
tadas sdo teoremas, uma vez que podem ser demonstradas a partir da defini¢do das
fungdes sobre o conjunto B. Até aqui foi usado o método de indugdo completa para
demonstrar esses teoremas. Os teoremas ndo sdo, contudo, independentes entre si e
alguns podem ser demonstrados por dedugdo a partir de outros. No exemplo seguinte

ilustra-se como se pode demonstrar por dedugdo o teorema representado na Expres-
sao 2.31.

rT+T-y=x+y (2.31)

De facto, utilizando a distributividade, verifica-se que

r+T-y=(x+7) (r+y) (2.32)

Mas, considerando que = + = = 1, resulta que

r+ZT-y=1-(x+vy) (2.33)

De acordo com a comutatividade, vem

r+T-y=(r+y) -1 (2.34)

E, em virtude do teorema do elemento neutro do produto 16gico,
r+T-y=x+y (2.35)
o que demonstra o teorema.

Um outro modo de encarar a definicdo de uma algebra de Boole serd a defini¢do de
um conjunto de postulados da estrutura algébrica, sendo, a partir deles, deduzidos os
teoremas que permitem a caracterizacdo da estrutura.

Nessa perspectiva, uma algebra de Boole é um terno {B, V, A} de um conjunto B e duas
operagdes V e A sobre os elementos do conjunto, que cumpre os seguintes postulados:
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— P1: Se a,b € B, entao

aVb = bVa (2.36)
aNb = bAa (2.37)
— P2: Se a,b,c € B, entdo
aV(ibAe) = (aVb) A(aVe) (2.38)
aN(bVve) = (aANb)V(aAc) (2.39)

— P3: O conjunto B inclui dois elementos, designados por 0 e 1, tais que, para cada
a € B,

OVa=aV0=a (2.40)
INa=aANl=a (2.41)

— P4: Para cada a € B, existe um elemento @ € B designado por complemento de a, tal
que,

ava = 1 (2.42)
ana = 0 (2.43)

Desde que uma estrutura algébrica cumpra os postulados expostos, é uma éalgebra de
Boole. O conjunto dos subconjuntos de um conjunto e as operag¢des reunido (U) e inter-
secgdo (M), por exemplo, constituem uma édlgebra de Boole.

As élgebras de Boole de 2 elementos sdo um caso particular. A algebra que se definiu
atrds é, como se pode verificar, uma algebra de Boole. Desse ponto de vista, todos os
teoremas que foram apresentados podem ser deduzidos dos postulados agora expostos.

2.1.10 FuUNCOES NAND E NOR

Para além das fungdes base da algebra de Boole (AND, OR e NOT), h4, como se apresen-
tou ja, um certo nimero de outras fun¢des de duas varidveis definiveis sobre o conjunto
bindrio {0, 1}. Duas outras importantes func¢des de duas varidveis sdo o NAND (a nega-
¢do do AND) e 0 NOR (a negagdo do OR).

As expressoes algébricas do NAND e do NOR sdo respectivamente a Expressdo 2.44 e a
Expressao 2.45.

flz,y) =2y (2.44)
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flx,y)=x+y (2.45)

O NAND pode ser representado, mais simplesmente, pela Expressao 2.46.

fla,y) =77y (2.46)

A Tabela 2.8 repete aqui, por conveniéncia, a tabela de verdade das duas fungdes.

TABELA 2.8: Fungdes NAND e NOR.

r yl|lTzyl| x+y
0 O 1 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 0

A representacdo grafica da funcdo NAND é ilustrada na Figura 2.5, e a da fungdo NOR
na Figura 2.6.

X ] &
] X S~ X'y
y

o y |

<

Ficura 2.5: Representacdo grafica do NAND.

~ X+

Ficura 2.6: Representacdo grafica do NOR.

Estas fun¢des sdo comutativas, mas ndo gozam da propriedade da associatividade nem
da da distributividade. A sua importancia serd clara um pouco mais adiante.
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2.1.11 FuUNGgAO XOR

A tultima fungdo de duas varidveis apresentada é a funcédo disjungio exclusiva ou, como
é também conhecida, XOR (do inglés, eXclusive OR).

A tabela de verdade do XOR é repetida, por conveniéncia, na Tabela 2.9.

TAaBELA 2.9: Funcdo XOR.

LTOY

— = O Ol8
— O = Ol

S
0
1
1
0

A fungdo disjungdo exclusiva tem essa designac¢do por assumir o valor 1, apenas quando
uma e s6 uma das variaveis é 1. A Expressdo 2.47 é a expressao logica do XOR.

flx,y) =z dy (2.47)

A representacdo grafica do XOR estd ilustrada na Figura 2.7.

X
X — =1

XDy XDy

Ficura 2.7: Representacdo grafica do XOR.

A disjuncdo exclusiva é uma fun¢do comutativa e associativa. Outros teoremas mais
especificos e de grande interesse pratico estdo representados nas Expressoes 2.48 e 2.49.

TDYy = T-y+x-y (2.48)
x®y = (r+vy) (T+7Y) (2.49)

Estes dois teoremas permitem relacionar a disjun¢do exclusiva com a conjungao, a dis-
juncdo e a negacao e representa-la em termos dessas fungoes.
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Os dois teoremas ilustrados nas Expressoes 2.50 e 2.51 permitem uma nova perspectiva
do XOR.

rd0 = =z (2.50)
xr®l = T (2.51)

Considerando que uma das varidveis pode ser usada para controlar a fung¢do (c), e a
outra ser a varidvel de entrada (z), 0 XOR y = x & c pode ser visto como uma negacdo
controlada. De facto,se c =0, virdy = x,esec=1,virdy = T.

Outro interessante teorema esta definido na Expressao 2.52.

TRY=TPDPy=xdDyY (2.52)

Este teorema mostra que a negagdo do XOR € igual ao XOR de uma das varidveis negada
com a outra varidvel. Tem como consequéncia 6bvia o teorema da Expressdo 2.53.

Tey=a0y (2.53)

2.1.12 FUNCGOES DE n VARIAVEIS

Nas seccdes anteriores foram estudadas as fung¢des l6gicas de uma e duas variaveis e foi
apresentada a algebra de Boole, estrutura matematica que déd suporte a sua utilizacdo e
manipula¢do. Com base na dlgebra de Boole é possivel generalizar os conceitos apre-
sentados a fung¢des com mais de duas varidveis. Algumas das fungdes apresentadas sao
facilmente generalizaveis. E o caso das funcdes conjuncéo e disjuncdo. A funcéo con-
jungdo de trés entradas é definida, aproveitando a associatividade, pela Expressdo 2.54.

ry-z=(@x-y -z=x-(y-2) (2.54)

A generalizac¢do para n varidveis é imediata.

Do mesmo modo, para a disjuncdo, a defini¢do é feita pela Expressao 2.55

r4+yt+z=(@+y +tz=2+ Y+ 2) (2.55)

Noutros casos é necessario proceder com mais cuidado. No caso do NAND e NOR, por
exemplo, em que essas duas fun¢des ndo sdo associativas, a defini¢do parte das fungdes
conjuncdo e disjuncdo e aproveita o facto de essas duas serem, como vimos, fung¢des
associativas, como se ilustra nas Expressoes 2.56 e 2.57.

Z=(x-y)-z=x-(y-2) (2.56)
r+ytz=(x+y)+z=z+(y+ 2) (2.57)
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A disjungao exclusiva, por outro lado, ndo tem generalizacdo para mais de duas varia-
veis.

E possivel, agora, definir fun¢des com n varidveis, usando as fun¢des anteriores. Por
exemplo, a fun¢do representada na Expressdo 2.58 é uma funcdo de quatro varidveis
definida através de uma expressdo logica.

flx,y,z,w)=2-y+T-y- 2+ (@-J+w)+ (- y D 2) (2.58)

Nas expressoes logicas envolvendo a disjungdo exclusiva, a fun¢do conjungdo tem prio-
ridade sobre a disjungdo exclusiva, pelo que ndo hd ambiguidade no dltimo termo da
Expressdo 2.58. Nao é definida qualquer ordem de prioridade entre a disjungdo e a
disjungdo exclusiva, o que obriga, nesses casos, ao uso de parénteses.

Claro que se podem também representar fun¢des de n varidveis através da sua tabela
ou de um logigrama. A Figura 2.8 e a Tabela 2.10 sdo duas outras representa¢des da
funcdo definida pela Expressdo 2.58. Repare-se no simbolo do OR usado na figura que
é comum quando o nimero de entradas o impde. Do mesmo modo, o simbolo do AND
pode ser alterado para acomodar um maior niimero de entradas, como se ilustra para o
caso de cinco varidveis na Figura 2.9.

D
D
REae=D>

f(x,y,z,w)

o

Ficura 2.8: Representacdo grafica da funcao definida pela Expressdo 2.58.
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TaBeLa 2.10: Tabela da funcdo definida pela Expressao 2.58.

x oy z w| flz,y, zw)
0 0 0 O 0
0 0 0 1 0
0O 0 1 0 1
0O 0 1 1 1
0O 1 0 O 0
0O 1 0 1 0
0O 1 1 0 1
0O 1 1 1 1
1 0 0 O 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 O 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1
vV |

W— VW XYz
X |

y—

z |

Ficura 2.9: Simbolo de uma conjuncédo de cinco variaveis.

2.1.13 MANIPULAGAO DE EXPRESSOES LOGICAS

O conjunto de teoremas apresentados nas secgdes anteriores permite manipular algebri-
camente expressdes ldgicas, quer para as simplificar, quer para obter expressdes equiva-
lentes que cumpram determinados critérios. Nesta sec¢do serdo apresentados exemplos
dos dois tipos de manipulagao.

Como atrds se referiu, a fungdo conjunc¢do pode ser representada de trés formas dife-
rentes em termos de expressdo logica. A conjuncdo de duas varidveis x e y pode ser
representada por x A y, ou mais geralmente por x - y e até, quando ndo haja possibili-
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dade de confusdo, por z y. A partir desta sec¢do, a menos que seja necessario proceder
de outro modo, utilizar-se-4 sistematicamente a terceira forma, mais comum, de repre-
sentar a conjungdo ou AND.

A questao da simplificagdo de expressdes é do maior interesse, pois, como se verd adian-
te, a implementacdo de circuitos que concretizem fun¢des légicas conduz a estruturas
com maior ou menor nimero de componentes, de acordo com a complexidade das ex-
pressoes que definem as fungdes.

Considere-se a titulo de exemplo a simplificacdo da Expressdo 2.59 de uma fungdo légica
de trés variaveis:
fla,b,c)=abc+bc+tac (2.59)

Por aplicacdo da comutatividade (Expressdo 2.6), obtém-se,
fla,b,c)=cab+cb+ca (2.60)
Tendo em conta a distributividade do produto em relagdo a soma (Expressao 2.20), te-
mos
fla,b,c)=c (@b+b)+ca (2.61)
Da comutatividade (Expressdo 2.6) e do Teorema 2.24 resulta que

fla,b,e)=c (@+b)+ca (2.62)

Aplicando de novo a distributividade do produto em relacdo a soma:

f(a,b,c) =c (@+b+a) (2.63)

Tendo, de novo, em consideracdo a comutatividade (Expressdo 2.6) e, ainda, o Teo-
rema 2.19, vem
fla,b,c) =c (1+0) (2.64)

e, portanto (Expressao 2.6, Expressdo 2.18 e Expressdo 2.9),

fla,b,c) =c (2.65)
Neste caso verifica-se que a funcdo de trés varidveis inicial s6 nominalmente o é, uma
vez que, como se verifica, ficou reduzida a fungdo trivial da Expressdo 2.65.

Outro exemplo é a simplificacdo da expressdo da fun¢do usada como exemplo na sec-
¢do anterior (Expressdo 2.58). Desta vez, é deixado como exercicio a identificacdo dos
diversos teoremas usados.
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flay,zw) = zy+Tyz+@ g+w)+(z yde)
(z+T2) y+(@T+y+w)+zyz2+7 7 2
TY+Y z+r yw+ryYyz+rTy=z
TY+yz+x w+T Y 2 (2.66)
TY+ty z+xr w+z
= xy+trw+z

Como é f4cil de ver, a manipulagdo da expressdo permitiu obter uma expressao muito
mais simples, que também se reflecte no logigrama da Figura 2.10, com muito menos
operadores e com uma complexidade muito inferior a da Figura 2.8.
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‘ —DMM
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e 1)

Ficura 2.10: Representagdo grafica da fungdo definida pela Expressao 2.66.

Como se referiu, por vezes a manipulagdo de expressdes ldgicas tem como fim a obten-
¢do de determinadas formas e ndo a sua simplificagdo. Como exemplo, considere-se a
manipula¢do da Expressdo 2.67 para obter uma representacdo utilizando apenas nega-
¢Oes e operadores de duas varidveis de entrada:

fla,b,c,dy=abd+acd+acd+abd (2.67)

E fécil, aplicando o teorema da distributividade do produto em relagao a soma, chegar
a Expressao 2.68.
fla,b,e,d)=a (b d+¢ d)+a (c d+b d) (2.68)

Esta expressdo utiliza apenas operadores de duas entradas, para além de negagdes. Essa
estrutura é, talvez, mais evidente na Figura 2.11.

Outro exemplo é o da manipulacdo da Expressdo 2.69 para obter uma expressdo da
mesma fungdo, usando apenas NAND, e negagdes.

fla,b,c,d)=(a®b) c+becd+ae (b+d) (2.69)
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Ficura 2.11: Representacdo grafica da fungao definida pela Expressdo 2.68.

Aplicando o Teorema 2.48 e a distributividade do produto em relagdo a soma (Expres-
sdo 2.20), obtém-se facilmente a Expressao 2.70.

fla,b,c,d) =

(a @ )c+bcd+ac(b+d)
= (a b+

ab)c+becd+ac (b+d) (2.70)
Ec+abc+bcd+acb+acd

Por aplicagdo do teorema da dupla negacdo (Expressdo 2.2) e de uma das leis de Morgan
(Expressdo 2.28), obtém-se a Expressdo 2.71, que é a expressdo pretendida.

fla,b,c,d) = abc+abet+becd+acb+acd

= abc+abcect+becd+achbt+acd (2.71)

— abcabcecbecdacbacd

2.2 REPRESENTACAO DE FUNCOES LOGICAS

Como se viu, hd diversas formas de representacio de fungoes I6gicas, nomeadamente pela
sua expressdo logica, pela sua tabela ou pelo seu logigrama. Considere-se, a titulo de
exemplo, a fungdo representada pela Expressdo 2.72.
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fla,b,c)=bc+a b (2.72)

A expressdo indicada é uma forma de representar a fun¢do. N&o é a tinica. E f4cil de
ver que a Expressdo 2.73 é igualmente uma representagdo da mesma funcéo f(a, b, c).

f(a,b,c) =b (¢+a) (2.73)

A Expressao 2.72 tem a forma de uma disjuncdo de conjungdes. Expressdes com este
formato dizem-se estar na forma normal disjuntiva. Na forma normal disjuntiva, uma
ou mais das conjungdes pode estar reduzida a uma varidvel eventualmente negada. A
Expressao 2.73 tem a forma de uma conjuncado de disjungdes (uma das disjungdes esta
reduzida a varidvel b). A este formato chama-se forma normal conjuntiva. A semelhanca
do caso anterior, uma ou mais das disjun¢des podem estar reduzidas a uma varidvel,
negada ou ndo.

Uma outra forma de representar a fungdo é pela sua tabela. A obtencdo da tabela de uma
fungdo a partir da sua expressdo é relativamente facil. Obtém-se tabelas para partes da
expressdo da funcdo que sejam faceis de obter por serem operadores simples e, a partir
dai, constréi-se a tabela final, operando sobre as tabelas parciais. No caso da fun¢do em
estudo, pode obter-se, por exemplo, a tabela de ¢, construindo, a partir dela, a tabela
de b ¢ e, em paralelo, a tabela de a b. Por fim, pode obter-se a tabela da soma dos
dois produtos, que é a tabela pretendida. Na Tabela 2.11 esta ilustrada a metodologia
exposta.

TaBeLA 2.11: Construc¢do da tabela de uma funcao.

a b cle|belabd]| flabrc)
0O 0 Of1] 0 0 0
0 0 10| 0 0 0
0 1 01 1 0 1
0 1 10| O 0 0
1 0 01| O 0 0
1 0 10| 0 0 0
1 1 041 1 1 1
1 1 1}]0] 0 1 1

A tabela de uma fungdo, ao contrdrio da expressdo, é, como é facil de compreender,
tnica.
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Uma terceira forma de representar uma funcao é o seu logigrama. Como o logigrama
corresponde a representagdo grafica de uma expressdo logica, ndo hd um logigrama
Unico para representar uma func¢do. No caso da fun¢do em estudo, haverd um logigrama
para cada expressdo possivel da fungdo. O logigrama correspondente a Expressdo 2.72
estd representado na Figura 2.12.

b

c :
f(a, b, c)
. ] j

Ficura 2.12: Representacdo gréfica da funcdo definida pela Expressdo 2.72.

Todas as formas de representar uma dada fungdo representam a mesma informacao,
sendo, portanto, possivel passar de cada uma delas a todas as outras. Se, por exem-
plo, se partir de uma expressdo de uma funcdo, a obtengdo das outras duas formas é,
como se viu, facil. De igual modo, a passagem do logigrama para uma expressao e
seguidamente para a tabela ndo oferece quaisquer dificuldades. J& a obtengdo de uma
expressdo de uma fungdo a partir da sua tabela, ndo é tdo imediata. Nas subsec¢des
seguintes, analisaremos esse problema.

2.2.1 FormA CANONICcA NORMAL DISJUNTIVA

Considere-se, de novo, a Tabela 2.11. Observando a tabela, é f4cil concluir que a fungdo
representada tem valor 1 em trés posi¢des da tabela e valor 0 nas restantes cinco po-
sigdes. Pode-se concluir daf que a fungdo f(a, b, c) representada pode ser considerada
como a soma de trés fungdes f;(a,b,c), fy(a,b,c) e f.(a,b,c), em que cada uma destas
fungdes é representada por uma tabela com apenas uma linha com valor 1. A Tabela 2.12
ilustra, para além da funcao f(a, b, ¢), essas trés fungoes.

As linhas da tabela estdo numeradas de 0 a 7 para facilitar a identificacdo. Repare-se
que a numeracdo de cada linha corresponde a interpretagdo como um nimero bindrio
das configuragdes das trés varidveis légicas a, b e ¢ da respectiva linha.

E facil perceber que

fla,b,c) = fz(a,b,c) + fy(a,b,c) + f.(a,b,c) (2.74)
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TaBeLa 2.12: Tabela das fungdes f(a,b,c), fz(a,b,¢c), fy(a,b,c) e f.(a,b,c).

Linha || ¢ b c | f(a,b,c) | fz(a,b,c) | fy(a,b,c) | f:(a,b,c)
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0
2 0 1 0 1 1 0 0
3 0 1 1 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0 0
5 1 0 1 0 0 0 0
6 1 1 0 1 0 1 0
7 1 1 1 1 0 0 1

A identificagdo das expressdes das funcgdes f,(a,b,c), f,(a,b,c) e f.(a,b,c) ndo é tao
imediata. Mas, se se considerar a funcdo f.(a,b,c), é facil verificar que se trata de um
AND de trés variaveis:

f:(a,b,c) =a b c (2.75)

E também possivel verificar que fy(a,b,c) é uma fungdo que assume valor 1, apenas
quandoa=1,b=1ec=0,istoé,quandoa =1,b=1ec = 1. Entdo,

fyla,b,c)=a bc (2.76)

Do mesmo modo é possivel concluir que
fz(a,b,c)=a b e (2.77)
Das Expressoes 2.74 a 2.77 é facil obter uma expressao da funcado f(a, b, ¢):

fla,b,c)=abc+abc+abe (2.78)

O método é utilizdvel com generalidade e, portanto, é sempre possivel definir a expres-
sdo de uma fungdo a partir da sua tabela. Este método possibilita, assim, a obtengado de
uma expressdo logica de uma funcdo a partir da sua tabela de verdade. A expressdo
obtida ndo é a expressdo mais simples. Tem, no entanto, uma caracteristica muito im-
portante: trata-se de uma forma normal disjuntiva em que todos os produtos envolvem
todas as varidveis da fungdo, ainda que algumas possam estar negadas.

Os produtos deste tipo chamam-se mintermos ou termos minimos. A expressao em termos
de soma de mintermos é tnica. De facto, como a tabela de uma fungéo é tnica e esta
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expressdo reflecte, na sua estrutura, a estrutura da tabela, esta é igualmente tinica. Esta
expressdo tem o nome de primeira forma candnica ou forma candnica normal disjuntiva. Na
forma canénica normal disjuntiva de uma fungdo, cada mintermo corresponde a uma
linha da tabela, em que a fung¢do assume o valor 1.

Repare-se, uma vez mais, que cada mintermo corresponde a um dos valores 1 da fungéo.
Por exemplo, o mintermo a b ¢ corresponde ao 1 da tltima linha da tabela. E usual
numerar as linhas da tabela, como se fez na Tabela 2.12. Podemos, entao, referir cada
um dos mintermos pelo nimero da respectiva linha da tabela. Por exemplo, o mintermo
a b c poderd ser designado por my. E, desse modo, podemos abreviar a Expressdo 2.78
para

fla,b,c) = mo +mg + mz (2.79)

ou, de forma ainda mais abreviada,

fla,b,c) =Y m(2,6,7) (2.80)

Como é evidente, esta convengdo exige que seja assumida uma determinada ordem das
varidveis na tabela da funcdo. Nos exemplos referidos, a varidvel a foi tomada como
a varidvel correspondente ao bit de maior peso, e a varidvel ¢, ao de menor peso na
numeracao das linhas da tabela.

A obtencgdo da expressdo de um mintermo a partir do seu ntimero realiza-se fazendo a
correspondéncia do ntimero em bindrio com as diversas varidveis ou as suas negagoes.
O mintermo my, por exemplo, corresponde a posicao da linha 2 da tabela, isto é, a linha
emquea = 0,b =1ec = 0 (configuracdo 010 em bindrio). Daqui se conclui que
mg =@ b €. Inversamente, se se conhecer a expressdo de um mintermo de uma funcéao,
por exemplo, a b ¢, é facil concluir que a expressdo s6 assume o valor 1 quando a = 1,
b= 0ec= 0,0 que corresponde a 100 em bindrio, correspondendo, portanto, a linha 4
da tabela. Trata-se, pois, do mintermo my.

A partir de uma tabela de uma fung¢do nédo oferece, portanto, dificuldade obter a forma
candnica normal disjuntiva da funcdo representada, ainda que esta ndo seja em geral a
expressdo mais simples.

A forma candnica normal disjuntiva de uma fungdo corresponde, como é evidente, um
logigrama. No caso da fun¢do em estudo, o logigrama correspondente estd ilustrado na
Figura 2.13. Considerando o que ja foi dito sobre a estrutura da forma canénica normal
disjuntiva, é agora possivel concluir que, no logigrama correspondente a essa forma,
cada operador AND corresponde também a uma das linhas da tabela da fun¢édo, em que
esta assume o valor 1.

E fécil perceber, quer pela expressdo da forma candnica normal disjuntiva, quer pela
observacgdo do logigrama correspondente, que a fungdo é representada, se ndo tivermos
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Ficura 2.13: Logigrama correspondente a forma canénica normal disjuntiva de

f(a,b,c).

em conta as negacdes, por dois niveis de operadores. No primeiro nivel encontram-se
conjungdes e, no segundo, uma disjuncdo. E usual designar este tipo de representagio
por representagio a dois niveis. Como se verd, este tipo de representacdo é de grande
importancia. A ndo consideragdo das nega¢des como um terceiro nivel resulta de que,
na pratica, muitas vezes as varidveis estdo disponiveis, quer na forma ndo negada, quer
na negada, ndo sendo necessario, por isso, considerar explicitamente operadores de
negacgao.

2.2.2 FormMA CANONICA NORMAL CONJUNTIVA

Na Secgdo 2.2.1 foi apresentado um processo de obter uma expressdo de uma fungéo, a
forma normal disjuntiva, a partir da sua tabela. Como se viu, a expressdo é construida
através da soma dos seus mintermos, correspondendo estes as posi¢des da tabela em
que a fungdo assume o valor 1. O principio da dualidade permite, porém, antever que
um método inteiramente semelhante é possivel, partindo agora das configuracdes de
varidveis em que a fungdo vale 0. De facto, repetindo a tabela da fungao, isolando agora
os valores 0, obtém-se a Tabela 2.13.

Cada uma das fungdes M; tem na sua tabela apenas um 0, que corresponde a uma
das possiveis configuragdes de varidveis. Por exemplo a funcdo M, assume o valor 0,
apenas para a configura¢do a = b = ¢ = 0 e, como é facil de ver, corresponde ao OR das
variaveis:

My=a+b+c (2.81)
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TaBeLa 2.13: Tabela da funcéo f(a, b, c) e dos seus maxtermos.

Linha a b C f(a, b, C) Mo M1 M3 M4 M5

0 0O 0 O 0 0 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1 0 1 1 1

2 0O 1 0 1 1 1 1 1 1

3 0 1 1 0 1 1 0 1 1

4 1 0 O 0 1 1 1 0 1

5 1 0 1 0 1 1 1 1 0

6 1 1 O 1 1 1 1 1 1

7 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Do mesmo modo,

M, = a+b+c (2.82)
M; = a+b+ec (2.83)
My, = a+b+c (2.84)
Ms = a+b+c (2.85)

Cada uma destas fung¢des é designada por maxtermo ou termo mdximo. Maxtermos sdo
somas logicas em que estdo representadas todas as varidveis da fun¢do, ainda que pos-
sam estar negadas.

A obtencdo da expressdo do maxtermo a partir do seu niimero é semelhante ao que se
observou no caso dos mintermos, mas aqui com as altera¢des impostas pelo principio da
dualidade. Assim, por exemplo, o maxtermo M3 é o maxtermo que sé assume o valor 0
quando a = 0, b = 1 e ¢ = 1. Isto corresponde a configuracdo bindria 011. A func¢do M3
assume, portanto, o valor 1 quandoa =1 oub = 0ou ¢ = 0. Daf que M3 = a + b +¢.

A expressdo da fungdo pode ser obtida por conjungdo dos diversos maxtermos:
fla,b,c)=(a+b+c) (a+b+¢) (a+b+¢) (@+rb+c) (@+b+7c) (2.86)

Esta expressdo, em termos de produto de maxtermos, tem o nome de segunda forma ca-

nénica ou forma candénica normal conjuntiva e, tal como no caso da forma canénica normal

disjuntiva, é tnica. Na forma candnica normal conjuntiva de uma funcdo cada max-
termo corresponde a uma linha da tabela em que a fungado assume o valor 0.

Na Figura 2.14 representa-se o logigrama correspondente a forma normal conjuntiva da
funcdo como descrita na Expressdo 2.86.
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Ficura 2.14: Logigrama correspondente a forma candnica normal conjuntiva de

f(a,b,c).

Do mesmo modo que acontece no caso da forma canénica normal disjuntiva, é possivel
indicar a expressdo de forma abreviada por indicagdo dos maxtermos de que é feito o
produto:
f(a,b,c) = My My Mz My Ms (2.87)
ou, de maneira ainda mais abreviada,
fla,b,c) = [ M(0,1,3,4,5) (2.88)

Tal como no caso da forma normal disjuntiva, esta representacdo é uma representacdo a
dois niveis.
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Repare-se que, para qualquer funcdo, em cada linha da tabela existe, em alternativa, um
0 ou um 1. Isso significa que se essa linha corresponde a um mintermo da fungdo ndo
pode corresponder a um maxtermo, e vice-versa. Tal como na tabela, se se conhecerem
todas as linhas a 1, conhecem-se implicitamente todas as linhas a 0; se se conhecer a
forma candnica normal disjuntiva de uma fungao, conhece-se a forma canénica normal
conjuntiva, e vice-versa.

Por exemplo, para a fungdo f(a,b,c) = > m(0,3,6), é possivel concluir de maneira ime-
diata que f(a,b,c) = [[ M (1,2,4,5,7). E assim possivel obter directamente a expressdo
da forma canénica normal disjuntiva (Expressdo 2.86) a partir da forma canénica normal
conjuntiva (Expressdo 2.78). O processo inverso é analogo.

2.2.3 REPRESENTAGCAO DE FUNGOESs UsaNDO UM s6 Tipo DE FUNGAO

As duas sec¢Oes anteriores apresentaram os procedimentos para obter uma expressao
l6gica de uma funcdo a partir da sua tabela. O método usado, para obter as formas
canodnicas normais disjuntiva e conjuntiva, conduz a expressdes em que apenas sdo uti-
lizadas as fung¢des negacdo, disjunc¢do e conjuncdo. Como ndo se fez qualquer restrigao
ao tipo possivel de fungdes, qualquer fungdo de qualquer ntimero de varidveis pode ser
submetida ao procedimento apresentado, sendo este, portanto, geral. Uma consequén-
cia 6bvia da maior importancia é que qualquer funcdo légica pode ser representada
por uma expressdo utilizando apenas fung¢des do tipo das indicadas, isto é, negacdes,
disjungdes e conjungdes.

Um conjunto de fun¢des que permite, quando utilizado em expressdes l6gicas, represen-
tar qualquer outra fun¢do chama-se conjunto completo. O conjunto {negagao, conjuncao,
disjungdo} é, entdo, um conjunto completo.

H4 diversos outros conjuntos completos, incluindo dois subconjuntos do conjunto an-
terior. Dois conjuntos completos assumem, porém, grande importancia. Trata-se do
conjunto constituido apenas pela fungdo NAND e do conjunto constituido pela fungao
NOR.

Se for possivel representar qualquer das trés fun¢des — negagdo, conjuncdo e disjun-
¢do — apenas por fun¢des NAND ou NOR, considerando que qualquer func¢do pode ser
representada por aquelas trés fungdes, fica provado que qualquer fungdo se pode repre-
sentar usando apenas fungdes NAND ou NOR. F facil fazer a prova. Exemplifica-se para
o caso do NAND (o caso do NOR seria semelhante).

Considere-se a fun¢do negacdo. Recorrendo ao teorema da idempoténcia (Expressao 2.8)
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é facil verificar a Expressdo 2.89.
T T (2.89)

8|
I
8
8

Mas T 7 é a funcdo NAND.

Utilizando, agora, o teorema da dupla negacdo (Expressdo 2.2) e a Expressdo 2.89, é
possivel verificar que a conjunc¢do pode ser facilmente representada, utilizando apenas
NAND (Expressao 2.90).

8
S
I
8
S

T Ty (2.90)

|
J

Para a representacdo da disjungéo, recorre-se de novo ao teorema da dupla negacdo e a
uma das leis de Morgan (Expressado 2.28), como se ilustra na Expressao 2.91.

8

+y
7 (2.91)

ryy

r+y =

S

|
8

A representagdo usando logigramas é mais clara, como se pode ver na Figura 2.15.
X ) X
X
X
X +Y X+y
BEs BS
y

Ficura 2.15: Representacdo das fun¢des NOT, AND e OR com NANDs.
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E, portanto, possivel representar qualquer fungdo por uma expressio l6gica, utilizando
apenas fun¢des NAND ou NOR. A forma de fazer isso pode conduzir a expressdes muito
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complexas se se proceder a partir de outra expressdo, substituindo cada funcdo negacao,
conjuncgdo e disjun¢do por NAND ou NOR, de acordo com as regras apresentadas. Ha,
contudo, em alguns casos, formas mais simples e estruturadas de obter esse tipo de
expressoes.

Se uma funcdo estiver representada em termos de forma normal disjuntiva, a aplica-
¢do do teorema da dupla negacao e, seguidamente, de uma das leis de Morgan conduz
directamente a expressao em termos de NAND. Considere-se, a titulo de exemplo, a fun-
¢do anteriormente estudada, representada pela Expressdo 2.72. A metodologia referida
conduz a Expressdo 2.92.

f(aa b? C) =

S| S

ol ol
+| +
IS
S

ab (2.92)

|
o
o
N
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o

Da Expressdo 2.86 por manipulacéo € facil encontrar a Expressdo 2.93, que representa a
mesma fung¢do na forma normal conjuntiva, numa forma muito mais simplificada.

f(a,b,c) =(a+b) (b+7) (2.93)

A partir desta expressdo é facil obter uma expressdo em termos de NOR, como se ilustra
na Expressdo 2.94.

fla,b,c) = (a+b
n (2.94)

A fungdo negacdo pode ser considerada como um caso particular de NAND e de NOR.
Seria 0 NAND e 0 NOR de uma varidvel. Por isso, quando se pretende representar fun-
¢Oes em expressoes logicas s6 com uma daquelas fun¢des, usam-se, muitas vezes, ex-
pressdes ndo transformando as negagdes. Assim as Expressoes 2.92 e 2.94 seriam nesse
caso representadas respectivamente pelas Expressoes 2.95 e 2.96.

ab (2.95)
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Como é evidente, pode aplicar-se a metodologia a uma expressao nas formas canénicas
normais. Se se partir da forma canénica normal disjuntiva, obtém-se uma expressao
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em termos de NAND, que se designa por terceira forma candénica. Se, por outro lado,
se partir da forma canénica normal conjuntiva, obtém-se uma expressdo, apenas em
termos de NOR, designada por quarta forma canénica. As Expressdes 2.97 e 2.98, em
que, para ndo tornar a expressdo mais complexa, ndo se substituiram as negacdes, sdo,
respectivamente, a terceira e quarta forma canénica da fun¢édo f(a,b,c) =b ¢+a b, que
temos vindo a estudar.

fla,b,e) = abcabcabec (2.97)
fla,b,c) = (a+b+c)+(a+b+e)+(a+b+e)+(@+b+c)+ (@+b+c)
(2.98)

2.3 MINIMIZACAO DE EXPRESSOES LOGICAS

Como se discutiu na Secgdo 2.1.13 é possivel, utilizando as regras da &dlgebra de
Boole, tentar obter expressdes simplificadas de fung¢des l6gicas. Essa simplificagdo é
importante, uma vez que, como se verd, os diversos circuitos em sistemas digitais sdo
implementados a partir de expressdes légicas das fungdes, e expressdes mais simples
conduzem a circuitos mais simples. O ideal é mesmo obter as expressdes minimas das
fungdes. Esse processo denomina-se minimizagio de fungodes l6gicas. Para casos complexos
de fun¢des com muitas varidveis, pode ser extremamente dificil ou mesmo impossivel,
mas para fun¢des com um reduzido ntiimero de varidveis, a determinagdo da expressdo
minima é relativamente facil. Como, por vezes, existem varias expressdes com a mesma
complexidade que ndo podem simplificadas, usa-se a designacdo expressio minimal e
ndo a de expressdo minima para designar essa formas.

Existem muitos graus de liberdade na obtencdo de expressdes de fung¢des, como se viu.
Assim, aquilo que parece ser uma expressdo minimal utilizando um determinado tipo
de fung¢des e um determinado tipo de estrutura para a expressdo pode ser simplificado
se optarmos por outras fungdes ou estruturas. Os métodos que irdo ser apresentados
inicialmente aplicam-se a obtencdo de expressdes em termos de formas normais. Este
tipo de expressao designa-se, como ja foi referido na Secgdo 2.2.1, por expressao a dois
niveis ou a duas camadas. H4 técnicas que permitem a obtencdo de expressdes a mais
de dois niveis, embora nado sejam tratadas neste livro.

Um primeiro processo consiste, como é 6bvio, na aplicagdo dos teoremas da algebra
de Boole para reduzir as expressdes. No entanto, nem sempre é facil garantir que se
minimiza uma expressdo. Isso depende muito da experiéncia e pericia de quem executa
a minimizagdo. Considere-se, por exemplo, a funcdo representada na Expressao 2.99.

fla,b,e,d)=b (a®c)+abd+bc (a®d +acd+acd (2.99)
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Para qualquer expressdo hd em geral muitas formas de atacar a simplificacdo. Seguida-
mente exemplifica-se uma dessas formas. Aplicando o Teorema 2.48, obtém-se

fla,b,c,dy=abc+abct+abd+abcecd+abed+acd+acd (2.100)

Considerando, agora, a distributividade do produto em relagdo a soma (Expressao 2.20),

fla,bc,d)=a b (e+d+cd)+abec+ac (bd+d+d) (2.101)

Tendo em conta as Expressdes 2.18, 2.19 e 2.24, vem

f(la,b,c,d)=a b+abc+ac (2.102)

E, por fim (Expressoes 2.20 e 2.24),

fla,b,c,d)=a b+bc+a c (2.103)

A Expressdo 2.103 pode parecer uma expressao minimal da funcédo légica considerada.
No entanto, se se aplicar o teorema do consenso (Expressdo 2.26), verifica-se que se pode
simplificar a expressdo um pouco mais, obtendo a Expressao 2.104.

f(a,b,c,d)=a b+a c (2.104)
que é de facto uma expressdo minimal da fungao.

Este exemplo simples mostra que, embora a manipulagado algébrica das expressoes per-
mita simplifica-las, seria mais interessante ter disponivel um método para obter, de
forma sistemdtica, uma expressdo minimal. Na seccdo seguinte vai estudar-se um pri-
meiro método com esse objectivo.

2.3.1 MET0oDO DE KARNAUGH

Retome-se o exemplo da fungdo f(a,b,c) =b ¢+ a b. Como se viu na Sec¢do 2.2.1, essa
funcao ¢é representada pela Tabela 2.11, que se repete aqui no seu essencial. Como se
viu, a leitura da tabela produz a Expressdo 2.105 em forma canénica normal disjuntiva.

fla,b,e)=abec+abcc+abc (2.105)
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TaBELA 2.14: Tabela da fun¢éo f(a,b,c) =b ¢+a b.

Linha | a b ¢ | f(a,b,c)
0 0 0 0 0
1 0 0 1 0
2 0 1 0 1
3 0 1 1 0
4 1 0 O 0
) 1 0 1 0
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1

E possivel simplificar esta expressdo, de modo a obter a expressdo mais simplificada ja
conhecida. Assim:

fla,b,e) = abcec+abi+abec
abc+abct+abect+abec (2.106)
(@+a) bc+ab (c+c)
= bc+abd

Do mesmo modo que a representacdo de fungdes pode ser feita indiferentemente de
uma forma tabular ou com uma expressao légica, o proprio processo de simplificagdo
pode ser feito dos dois modos. Repare-se na forma como se chegou ao termo a b na
Expressdo 2.106. Isso conseguiu-se por junc¢do dos mintermos a b ce a b ¢, mintermos
6 e 7 que correspondem as linhas 6 e 7 da tabela.

Mas, na tabela, podemos observar que essas linhas tém uma particularidade: em ambas
a funcdo vale 1 e, por outro lado, sdo as duas tnicas linhas da tabela em que a e b sdo
simultaneamente 1. A diferenca entre as duas estd na varidvel c. Logo, pode concluir-se
que, nesta funcdo, basta que a e b sejam 1 para que a fungdo assuma o valor 1. Daf pode
concluir-se que f(a,b,c) = a b+ --- Podia ser feito o mesmo raciocinio para o outro
produto. Mas, aqui, as linhas em causa séo a 2 e a 6. E fécil de ver que, aqui, basta que
bseja 1 e c seja 0 para concluir que a fungdo vale 1.

Podemos entdo simplificar directamente a fun¢do por observacdo da tabela, associando
linhas em que a funcdo assuma o valor 1 e que difiram apenas de uma varidvel: no
primeiro produto associdmos as linhas 6 e 7. que diferem apenas na varidvel c, e no se-
gundo associdmos 2 e 6, que diferem apenas na variavel a. Definem-se como adjacentes,
linhas que diferem apenas de uma variavel.
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MarAa DE KARNAUGH DE TRES VARIAVEIS

Para aplicacdo da metodologia apresentada, é claro que facilitaria a leitura da expressao
a partir da tabela, como aconteceu no primeiro caso, que todas as posi¢des que diferem
apenas no valor de uma varidvel estivessem fisicamente adjacentes. Mas, para fung¢des
de trés varidveis, cada posi¢cdo tem sempre trés posi¢des adjacentes, e isso impossibilita
que, numa tabela com a estrutura da Tabela 2.14, todas as adjacéncias estejam contiguas.
Isso levou a alterar a estrutura, de modo que se satisfizessem estes requisitos, obtendo-
-se uma nova organiza¢do em que cada célula da tabela é adjacente a células que diferem
apenas no valor de uma varidvel. Esse novo tipo de tabela é o mapa de Karnaugh. Uma
possivel estrutura de um mapa de Karnaugh para func¢des de trés varidveis a, b e c esta
representada na Figura 2.16.

bc
a 00 01 11 10
0 1 3 2

0
4 5 7 6

1

FicUuraA 2.16: Mapa de Karnaugh de trés variaveis.

O mapa de Karnaugh é uma tabela de duas entradas, em que a codificacdo das diver-
sas varidveis em cada uma das duas dimensdes das entradas é feita segundo o cédigo
reflectido. Isso conduz directamente a que cada posi¢do na tabela tenha sempre fisi-
camente justapostas, quer na horizontal, quer na vertical, posi¢des adjacentes. A con-
trapartida é uma maior complexidade na numeragdo das posi¢des da tabela. No mapa
ilustrado na Figura 2.16 estd indicado, para cada posigdo, o niimero da linha da tabela
de verdade correspondente.

Repare-se que, agora, cada posicdo tem justapostas as trés posi¢cdes adjacentes. Por
exemplo, se considerarmos o mintermo ms = a b ¢, correspondente a posicdo 5 na
tabela e no mapa de Karnaugh, as trés posicdes adjacentes correspondemam; =a b c,
que se encontra no mapa na posi¢do imediatamente acima, my = a b ¢, que se encontra

no mapa na posi¢do imediatamente a direita, e m4 = a b ¢, na posi¢do imediatamente a
esquerda no mapa.

No mapa de Karnaugh, tudo se passa como se as posic¢des laterais estivessem encosta-
das, o que se conseguiria com o mapa desenhado sobre um cilindro de eixo vertical. Por
exemplo, o mintermo m corresponde a posi¢cdo 0 do mapa cujas posi¢des adjacentes
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sdo a posigdo 4, imediatamente abaixo, a posi¢do 1, imediatamente a direita, e a posigdo
2 (que seria a esquerda, isto é, que se situa na outra extremidade da linha do mapa).
Uma outra maneira de visualizar as adjacéncias no mapa de Karnaugh é relacioné-las
com eixos de simetria correspondentes a posicdo dos «espelhos» no cédigo reflectido.
Na Figura 2.17 repete-se o mapa da Figura 2.16, assinalando os eixos de simetria.

|
1
bc | \ ‘

a 00 01 .11 | 10

0 1 3 2

0
21 4 5 7 6
'3 "4

Ficura 2.17: Mapa de Karnaugh de trés varidveis assinalando os eixos de simetria.

O eixo 1 evidencia a simetria entre as posi¢des indicadas nos seguintes pares: (0,2),
(1,3), (4,6) e (5,7). O eixo 2 evidencia a simetria entre as posi¢des agrupadas nos pares
(0,4), (1,5), (3,7) e (2,6). O eixo 3 estd ligado aos pares (0,1) e (4,5), e o eixo 4, aos
pares (2,3) e (6,7).

A funcdo que tem vindo a considerar-se estd ilustrada no mapa representado na Figu-
ra 2.18.

bc
a 00 01 11 10

Ficura 2.18: Mapa de Karnaugh da funcéo f(a,b, c).

E agora possivel observar no mapa as adjacéncias e marcé-las com a utilizacdo de lagos
que se encontram representados na Figura 2.19. Nessa figura estd ainda representada a
leitura do produto simplificado correspondente a cada lago.
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bc
a 00 01 11 10

Ooooﬂ/*bz
o o [l

\ab

Ficura 2.19: Leitura do mapa de Karnaugh da fungdo f(a, b, ¢).

A leitura da expressdo de cada produto resulta da observagdo de quais sao as varidveis
que se mantém constantes nas posi¢des abracadas pelos lacos. Por exemplo, no grupo
lido como a b, é facil de observar que a varidvel a assume o valor 1 em ambas as posi¢des
e que, de igual modo, a varidvel b assume também o valor 1. A varidvel ¢, pelo contrério,
vale 0, na posigdo 6, e 1 na posicdo 7. Conclui-se que o valor do produto nédo é sensivel
a varidvel c e que s6 assume o valor 1 quando simultaneamente a = 1 e b = 1, isto §,
quando a b = 1 e corresponde, portanto, ao produto a b. De igual modo é facil verificar
que o outro laco assume o valor 1, apenas quando b = 0 e ¢ = 1, sendo insensivel
ao valor de a, correspondendo, portanto, ao produto b c¢. Do mapa lé-se, portanto,
directamente a Expressao 2.107.

fla,b,c)=bc+ab (2.107)

E, portanto, possivel ler directamente do mapa de Karnaugh a expressao simplificada
da funcao.

Sdo vélidas no mapa de Karnaugh todas as associagdes em lacos que agrupem duas
posi¢des adjacentes ndo s6 no sentido formal do termo, mas também no de localizacdao
contigua no mapa.

N4&o é obrigatdrio que o mapa de Karnaugh tenha as varidveis distribuidas da maneira
indicada na Figura 2.16, nem que tenha o formato apresentado na mesma figura. Por um
lado, as varidveis podem ser distribuidas de outro modo, desde que utilizando o cédigo
bindrio reflectido e, por outro, o mapa pode ser representado ao alto com 4 linhas de 2
posi¢des ou até noutras configuragdes. Alguns exemplos alternativos de representagao
do mapa de Karnaugh para fung¢des de trés varidveis estdo representados na Figura 2.20.
Como é natural, a correspondéncia entre as posi¢des do mapa e as linhas da tabela de
verdade é também alterada e, na mesma figura, essa correspondéncia é apresentada.

Considere-se outro exemplo, representando a fungdo g(a,b,c) = > m(0,2,4,5,6) num
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a
be 0o 1
ab 00 0 4
C 00 01 11 10
0 2 6 4 1 5
0 01
1 3 7 5 3 7
1 11
2 6
10

Ficura 2.20: Variantes de representacdo do mapa de Karnaugh de trés varidveis.

mapa de Karnaugh. A Figura 2.21 ilustra o respectivo mapa. E facil de ler no mapa a

bc
a 00 01 11 10

ol(1)] o | o ﬂ/,bE
—bg/

1@_1)0@)

Ficura 2.21: Mapa de Karnaugh da fungdo g(a, b, c).

funcdo dada pela Expressdo 2.108.
gla,b,c)=a b+bc+bec (2.108)
Como é evidente, porém, os dois termos finais podem ser associados colocando ¢ em
evidéncia, obtendo-se a Expressdo 2.109 mais simples que a anterior.
gla,b,c)=a b+¢c (2.109)
Ora isso é legivel do Mapa de Karnaugh. De facto, os dois grupos de dois 1 nas pontas

do mapa sdo adjacentes e podem juntar-se entre si para originar o mapa representado
na Figura 2.22, onde é facil agora ler directamente a expressdo mais simplificada.

Repare-se que a leitura do produto correspondente ao lago de quatro posi¢des obedece a
mesma filosofia que no caso de duas posi¢des. De facto, a tinica varidvel que é constante
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bc
a 00 01 11 10

ol 1) o | o F\_
AT o |1 ]
A b

Ficura 2.22: Segunda leitura do mapa de Karnaugh da fungdo g(a, b, c).

nas quatro posicoes é a varidvel c com o valor 0. Assim, o produto fica reduzido a apenas
uma varidvel com o valor ¢.

Num mapa de Karnaugh, um lago de quatro posi¢des corresponde a existéncia de dois
lagos de duas posi¢des adjacentes entre si. Dois lagos sdo lagos adjacentes quando cada
posicdo de um deles é adjacente a uma posigdo diferente do outro e ndo hd posicdes
comuns. Nao é possivel associar quatro posi¢des que nado correspondam a dois lagos
adjacentes. Os lagos a associar tém de corresponder a produtos cuja expressdo difere
apenas em uma varidvel representada directamente num deles e negada no outro para
se poder, de um ponto de vista algébrico «por em evidéncia».

E assim interessante, quando da utilizagdo do mapa de Karnaugh para minimizar ex-
pressdes logicas, procurar obter os lagos de maior dimensdo possivel. Mas, como se
vera adiante, este ndo é um critério absoluto.

E facil de generalizar este procedimento para associar grupos adjacentes de quatro po-
sicOes para formar grupos de oito posi¢des. Em mapas correspondentes a fungdes com
ndmero maior de varidveis é possivel agrupar lacos de oito posi¢des para obter lagos de
16 posigdes, e assim por diante. Repare-se que, uma vez que se agrupam sempre lagos
com o0 mesmo numero de posi¢des, se obtém sempre lacos com uma dimensado que é
uma poténcia de 2.

Na Figura 2.23 representam-se algumas associag¢des ilegais no mapa de Karnaugh.

Em (a) estdo associados dois lagos iguais de duas posi¢des, mas os dois grupos nado sao
adjacentes. A posi¢do 1 de um dos grupos é adjacente a posi¢do 3 do outro, mas as
restantes posi¢des ndo o sdo (a posi¢do 2 ndo é adjacente a posi¢do 5). Em (b) a situagao
é semelhante. Assim, a posicdo 4 do lago da esquerda é adjacente a posi¢do 5 do lago da
direita, tal como a posi¢do 5 do da esquerda é adjacente a posi¢do 7 do lago da direita,
mas hé sobreposi¢do, uma vez que a posi¢do 5 é comum aos dois lagos. Finalmente em
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bc bc
a 00 01 11 10 a 00 01 11 10

00@(1__@ 0lo |0 |0 |oO
10@00 1(@__@__1))0

a 00 01

ik
LT

(c

Ficura 2.23: Associagdes ilegais no mapa de Karnaugh.

(c) associam-se dois lacos de dimensdes diferentes.

Até agora apenas se exemplificou a utilizacdo do mapa de Karnaugh para obter ex-
pressdes na forma normal disjuntiva, associando mintermos. O principio da dualidade
(Secgdo 2.1.6) sugere, porém, que se poderdo associar maxtermos para obter expressdes
na forma normal conjuntiva. Considere-se, entdo, de novo o mapa de Karnaugh da
funcdo que temos vindo a estudar, procurando, agora, agrupar posi¢des com valor 0.
Obtém-se o mapa ilustrado na Figura 2.24.

bc
a 00 01 11 10

o1<oo?1
111&

1
’ RN
b+

a+c

c

Ficura 2.24: Mapa de Karnaugh da fungdo g(a, b, ¢) com associagdo de maxtermos.
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E possivel ler agora a Expressao 2.110.

g(a,b,c) = (a+7¢) (b+7¢) (2.110)

Repare-se que, na leitura, tal como ja tinha acontecido atras na Seccdo 2.2.2, estamos
agora a ler produtos (associagdes de maxtermos), e as varidveis, quando estdo a 0, sdo
lidas ndo negadas e, quando a 1, sdo lidas negadas.

A Expressao 2.110 é uma expressdo minimal na forma normal conjuntiva. E evidente
que, para cada funcdo, podem obter-se dois tipos de expressdes minimais. Trata-se de
expressdes minimais em termos de cada uma das formas normais. A fungdo que te-
mos vindo a discutir tem uma expressdo minimal, na forma normal disjuntiva (Expres-
sd0 2.109), e outra expressao minimal, na forma normal conjuntiva (Expressao 2.110).

MaprAa DE KARNAUGH DE QUATRO VARIAVEIS

O mapa de Karnaugh foi apresentado para trés varidveis, mas pode ser usado, em teoria,
com qualquer nimero de varidveis. Na prética, com mais de seis varidveis torna-se
muito dificil e hd outros métodos, de que veremos um exemplo na Secgdo 2.3.2, que, no
entanto, assentam nos mesmos principios do método agora apresentado. O mapa de
quatro varidveis constréi-se facilmente. A partir de um mapa de trés variaveis, replica-
-se 0 quadro através de uma reflexdo num espelho imagindrio, obtendo-se um quadro
com quatro linhas e quatro colunas. O espelho imagindrios referido constitui um novo
eixo de simetria do mapa. As configura¢des de varidveis correspondem a um cédigo
reflectido, como se ilustra na Figura 2.25, em que se indica ainda a linha correspondente
na tabela de verdade, para cada posigéo.

Para além de todas as adjacéncias que ja existiam, passam a ser vdlidas as adjacéncias
determinadas pelo novo eixo de simetria introduzido. Na Figura 2.26 ilustram-se os
eixos de simetria. Na Figura 2.27 mostram-se alguns exemplos de associagdes validas
no mapa de 4 variaveis.

Considere-se, a titulo de exemplo, a fun¢édo f(a,b,c,d) = > m(2,3,5,7,9,11,14,15) de
quatro varidveis. A Figura 2.28 ilustra o correspondente mapa de Karnaugh. No mapa
é facil ler a Expressdo 2.111.

fla,b,e,d)=abc+abd+abct+abd (2.111)

A primeira vista poderia parecer interessante juntar os quatro valores 1 da coluna assi-
nalada num lago tinico, que corresponderia ao produto ¢ d. No entanto, para cobrir os
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cd
ab 00 Of 11 10
0 1 3 2

00
4 5 7 6

01
12 13 15 14

11
8 9 11 10

10

Ficura 2.25: Mapa de Karnaugh de quatro varidveis.

|
Cd | l\ |
ab 00 101 111 110
0 1 3 2
00
o 4 5 7 6]
01
- 12 13 15 14|
11
R 8 9l 11 10|
10

Ficura 2.26: Eixos de simetria no mapa de Karnaugh de quatro varidveis.

restantes valores 1, haveria necessidade de associar cada um deles com um dos valores
1 do lago vertical. Verifica-se, portanto, que esse lago seria redundante. Néo é verdade,
portanto, que, neste método de minimizagdo, se deva sempre optar pelos lagos de maior
dimensdo. Adiante se regressard a esta questao.

Analise-se outro exemplo, partindo agora da especificagdo da fungdo por uma sua ex-
pressdo logica. Considere-se a fungdo representada pela Expressao 2.112.

fla,b,c,d)=abec+a (cod)+abecd+b(cdd +abec (2.112)

A constru¢do do mapa de Karnaugh para esta fungdo assenta no processo inverso ao
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cd cd
ab 00 01 11 10 ab 00 01 11 10
00| o 1 1 0 00| o 0 0 0
o1 o |1 | 1]] o 01—? oo [(1 ]
111 0 1 1 0 11 1 0 0 1
10| 0 1 1 0 10| 0 0 0 0
(a) (b)
cd cd
ab 00, 01 11 10 ab 00 01 11 10|

Oob 1| 1 1)

1100 0 0 0

10 (1 1] 1 ﬂ

Ficura 2.27: Exemplos de associagdes vélidas no mapa de Karnaugh.

da leitura da expressdo a partir do mapa. Para cada termo sdo assinaladas no mapa
as posicdes que tém valor 1 para esse termo. Por exemplo, o primeiro termo @ b ¢
corresponde no mapa a existéncia de valores 1 nas posi¢cdes em que a = b = ¢ = 0, como
se assinala no mapa da Figura 2.29.

A marcagdo no mapa das posi¢des correspondentes ao segundo termo parece mais difi-
cil, uma vez que surge no termo uma disjun¢ado exclusiva. O problema pode resolver-se
aplicando o Teorema 2.48 e desdobrando o termo @ (¢ & d) em dois produtos. No en-
tanto, é possivel raciocinar directamente sobre o termo, se se tiver em conta que uma
disjunc¢do exclusiva é uma fun¢do que apenas exibe o valor 1 quando as duas varia-
veis sdo diferentes. Assim, o termo em causa corresponde as posi¢des em que, sendo a
varidvel a = 0, é simultaneamente verdade que as varidvais c e d sdo diferentes. Isso
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cd
ab 00 o1 11 10
ool o| o @] 1

ot o |(1]][1)] o

11 0| o0 | (1 1)

10 0o (@ [l1] o

Ficura 2.28: Mapa de Karnaugh da funcdo f(a, b, c, d).

cd
ab 00 01 11 10

00| 1 1

01

11

10

FicUura 2.29: Mapa de Karnaugh com o termo @ b € assinalado.

corresponde as posi¢des assinaladas no mapa da Figura 2.30.

E facil, portanto, construir o mapa de Karnaugh que representa a fungéo em estudo, que
se ilustra na Figura 2.31.

O mapa tem assinalados um conjunto de lagos que permite ler a Expressdo 2.113, que é
uma expressdo minimal.

fla,b,c,d)=ac+ad+abd+abdc (2.113)

A expressao obtida é uma expressao minimal, mas ndo é tnica. De facto, se, em vez de
se associar o mintermo m;o com 0 mq1, se associarem, por exemplo, os mintermos m o e
ms, como se assinala na Figura 2.32, poderéd obter-se uma nova expressao para a fungao,
a Expressao 2.114.
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cd
ab 00 01 11 10
00 1 1
01 1 1
11
10

Ficura 2.30: Mapa de Karnaugh com o termo @ (c @ d) assinalado.

o1@dob

111 0 0 0 0

oo [ @0

fla,be,d)=ac+ad+abd+bcd (2.114)

Existe ainda uma terceira variante com a Expressdo 2.115, como se pode facilmente ve-
rificar.

fla,b,c,d)=ac+ad+becd+abc (2.115)

As trés expressdes tém o mesmo grau de complexidade e sdo todas tomadas como ex-
pressdes minimais da func¢do. Existem, portanto, fun¢des com vdrias expressdes mini-
mais.
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ap\ 00 01 11 |10
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o [T [
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Ficura 2.32: Mapa de Karnaugh alternativo representando a fun¢do em estudo.

FUNDAMENTAGAO DO METODO DE KARNAUGH

Na continuagdo, o método de Karnaugh vai ser estudado com um pouco mais de pro-
fundidade, e as questdes que foram sendo deixadas em aberto vao ser analisadas numa
perspectiva mais integrada. Uma melhor compreensdo dos mecanismos apresentados
vai permitir definir procedimentos mais adequados ao objectivo de minimizar expres-
sdes logicas.

O primeiro conceito importante é o de implicagio entre fungoes. Para fun¢des das mesmas
varidveis, diz-se que uma fun¢do f; implica outra f, com a representacdo f; = fo,
quando, para todas as configura¢des de entrada em que a fungdo f; vale 1, a fungdo f>
também vale 1. Quando f; é um produto, diz-se ser um implicante da fungédo fs.

Num mapa de Karnaugh, de uma funcdo f, todos os produtos correspondentes a as-
sociagdes validas de posi¢des com valor 1 sdo implicantes. Por exemplo, na fungao
representada no mapa de Karnaugh da Figura 2.28, que se repete na Figura 2.33 por
conveniéncia, o produto a b ¢ é um implicante da fun¢do f(a,b,c,d), o que pode ser
indicado por a b ¢ = f(a,b,c,d). Do mesmo modo, o produto ¢ d é um implicante
da funcdo. Repare-se que o produto a ¢ d, ndo representado por um lago no mapa, é
igualmente um implicante da fungdo f(a,b, ¢, d). De igual modo se pode observar que
a ¢ d = c d. Repare-se, ainda, que todos os mintermos da funcdo sao implicantes dessa
funcdo. A implicagdo goza de transitividade, isto é, se f1 = fa e fo = f3, entdo f1 = fs.

O mintermo m3 = @ b ¢ d é um dos implicantes do produto @ b ¢ e da fungdo
f(a,b,c,d). Isto é, ms =a b c = f(a,b,c,d).

Um implicante que ndo implica nenhum outro implicante designa-se por implicante
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cd
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Ficura 2.33: Mapa de Karnaugh da fungdo f(a,b, c,d).

primo ou implicante principal. No exemplo que tem vindo a utilizar-se, o implicante
@ b ¢ é um implicante primo, tal como o implicante ¢ d. Pelo contrario, o implicante
a ¢ dndo é um implicante primo, uma vez que a ¢ d = ¢ d. A importancia dos impli-
cantes primos decorre de eles corresponderem, no mapa de Karnaugh, as associagdes
maiores, que ndo podem ser expandidas. Ora acontece que esses sdo exactamente os
grupos que nos interessam para as simplificagdes. Dai que a expressdo algébrica mi-
nimizada de uma funcdo expressa na forma normal disjuntiva é sempre uma soma de
implicantes primos.

No mapa da fungdo que tem sido usada como exemplo, estdo assinalados todos os im-
plicantes primos da fungdo. Porém, como se viu, nem todos os implicantes primos
da fungdo foram usados na expressdo minimizada. S6 foram utilizados os implicantes
necessdrios para incluir todos os mintermos da fun¢do ou, em termos do mapa de Kar-
naugh, foram usadas as associa¢gdes necessdrias para incluir todos os 1 do mapa. Os
implicantes usados foram os quatro seguintes: @ b ¢, @ b d, a b c e a b d.

Repare-se que cada um dos implicantes usados tem uma particularidade fundamen-
tal: o0 implicante primo @ b ¢, por exemplo, é o Gnico que associa 0 mintermo msy. Do
mesmo modo, cada um dos outros implicantes primos associa um mintermo que néo
pode ser associado de outra forma. Ao contrério, o implicante primo ¢ d (que acabou
por ndo ser usado) associa apenas mintermos que podem ser associados de outra forma.
Os implicantes primos que associam mintermos que ndo podem ser associados em im-
plicantes primos de outra forma sdo chamados implicantes primos essenciais. No exemplo
que tem vindo a ser usado, os quatro produtos usados na expressdo légica da fungéo
(Expressdo 2.116) sao, portanto, implicantes primos essenciais.

fla,b,e,d)=abc+abd+abct+abd (2.116)

91



MINIMIZACAO DE EXPRESSOES LOGICAS

Como se viu j4, a expressao algébrica de uma func¢do em termos de soma de produtos
¢ uma soma de implicantes primos. Mas ndo tém de ser usados todos os implicantes
primos da func¢do. No entanto, todos os implicantes primos essenciais tém de estar
presentes na expressao. Se um implicante primo essencial ndo estivesse presente na
expressdo da fungao, isso significaria que pelo menos um mintermo néo estaria incluido,
e a funcdo representada pela expressdo diferiria da fun¢do a representar pelo menos na
configuracdo de varidveis de entrada correspondente a esse(s) mintermo(s).

Convém referir que, embora neste exemplo os tnicos implicantes primos usados se-
jam implicantes primos essenciais, isso ndo é uma regra. Considere-se, agora, a funcao
representada pelo mapa de Karnaugh da Figura 2.31.

Os implicantes primos essenciais desta fungdo sdo: @ d, que é o tnico implicante primo
a incluir o mintermo mg e @ ¢, que é o tnico implicante primo a incluir ms. A funcdo
possui ainda quatro implicantes primos néo essenciais: a b d,a b ¢,b ¢ deb c d. As
trés possiveis expressdes minimais da fun¢do incluem os implicantes primos essenciais
e, cada uma delas, dois dos implicantes primos ndo essenciais, como se pode rever nas
Expressoes 2.117.

fla,b,c,d) = @ec+ad+abd+abdc
f(a,b,c,d) act+adt+abd+bced (2.117)
fla,b,c,d) = aec+ad+becd+abdec

Convém também chamar a atenc¢do para o facto de que pode ocorrer a existéncia de
fun¢des sem implicantes primos essenciais. Considere-se o exemplo da Figura 2.34. A
funcdo representada tem duas possiveis expressdes minimais representadas pelas Ex-
pressdes 2.118 e 2.119 sem quaisquer implicantes primos essenciais.

fla,b,c,d) = @abct+abd+abe+abd (2.118)

fla,b,c,d) = acd+becd+acd+becd (2.119)

O principio da dualidade da suporte ao desenvolvimento de uma visdo dual da exposta
em termos de utilizagdo dos zeros da funcao, fungoes implicadas, maxtermos, implicados,
implicados primos e implicados primos essenciais. Sugere-se, como exercicio, a repeti¢cdo da
analise dos dois exemplos anteriores neste novo contexto.
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cd cd
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Ficura 2.34: Exemplo de uma fungdo sem implicantes primos essenciais.
FUNGOES cOM INDIFERENGAS

Por vezes acontece que, numa fungdo légica, certas configura¢des de entradas nunca
ocorrem. E possivel tirar partido desse facto para, em muitos casos, minimizar adicio-
nalmente a expressdo algébrica da funcao. Ir-se-4 estudar um exemplo, ao longo do qual
se expord a metodologia a usar. Uma outra forma de perspectivar esta situagdo é a de
considerar que as fungdes nessas circunstancias sdo fungoes incompletamente especificadas.

Considere-se que se pretende obter uma fun¢do que tem como varidveis de entrada os
quatro bits de uma representacdo em c6digo BCD e que deve dar saida 1, apenas quando
o numero representado for multiplo positivo de 3. Ha quatro varidveis de entrada,
Az, Az, A1 e Ay que representam os quatro bits do cddigo BCD, representando os indices
das varidveis o peso dos respectivos bits. A Tabela 2.15 representa a fun¢do pretendida.

Repare-se que ha trés situacdes diferentes:

- Ndmeros BCD que sdo multiplos positivos de 3 (f = 1)

- Ntmeros BCD que néo sdo multiplos positivos de 3 (f = 0)
- Configuragdes que ndo sdo BCD.

Neste dltimo caso, ndo é importante considerar o valor da fun¢do, uma vez que as con-
tiguragdes de entrada respectivas nunca ocorrem por nao serem algarismos BCD e, por-
tanto, o valor que a funcéo teria nessa situagéo é indiferente. E habitual referir o valor
assumido pela funcdo nestes casos como indiferenca (em inglés, don’t care). Isso equivale
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TaBeLa 2.15: Tabela da funcdo detectora de multiplos de 3 em BCD.

BCD | A3 Ay Ay Ao | f Observacgoes

0 0 0 0 0 | 0| Naoémadltiplo positivo de 3
1 0 0 0 1 |0 | Naoémaultiplo positivo de 3
2 0 0 1 0 | 0| Naoémadltiplo positivo de 3
3 0 0 1 1 | 1 | E maltiplo positivo de 3

4 0 1 0 0 | 0| Na&aoémadltiplo positivo de 3
5 0 1 0 1 | 0 | Nédo é multiplo positivo de 3
6 0 1 1 0 | 1 | Emdltiplo positivo de 3

7 0 1 1 1 | 0 | Nédo é multiplo positivo de 3
8 1 0 0 0 | 0| Naoémaultiplo positivo de 3
9 1 0 0 1 |1 |Emadltiplo positivode3

- 1 0 1 0 | - | NaoéBCD

- 1 0 1 1 | - | NaoéBCD

- 1 1 0 0 |- |NaoéBCD

- 1 1 0 1 | - | Nao é BCD

- 1 1 1 0 |- |NaoéBCD

- 1 1 1 1 | - | NaoéBCD

a dizer que, para essa configuracdo de entrada, a fungdo ndo estd especificada. Ini-
cialmente ndo se terd isso em conta e vai obter-se a expressdao minimal da fun¢do com
valores 0 nessas posi¢des (a opgdo mais conservadora). O mapa de Karnaugh corres-
pondente estd ilustrado na Figura 2.35.

AA,
A3A2 o0 01 11 10

00| O 0 @O
01| 0 0 0@

111 0 0 0 0

100@00

Ficura 2.35: Mapa de Karnaugh da fun¢do detectora de multiplos de 3 em BCD.
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Verifica-se que ndo hé associagdes possiveis no mapa e que todos os mintermos sdo,
simultaneamente, implicantes primos essenciais. A expressdo minimal da funcdo é,
portanto, a sua forma normal disjuntiva representada na Expressao 2.120.

f(As, Ao, A1, Ag) = A3 Ay Ay Ao+ As As Ay Ag+ Az Ay A Ag (2.120)

Mas experimente-se agora protelar para mais tarde a atribui¢do de valores a fungado nas
configuragdes que ndo correspondem a BCD. Obtém-se um mapa de Karnaugh, em que
se assinalam, para além das posi¢des com valores 0 e 1, as posi¢des com indiferencas,
representadas por X. O mapa assim construido estéd representado na Figura 2.36.

Ay Ag
AZAN 00 01 11 10

00| o 0 1 0

01| o 0 0 1

LR ¢ X X X

100 0o | 1 | X | X

Ficura 2.36: Mapa de Karnaugh da funcdo detectora de multiplos de 3 em BCD com
as indiferengas assinaladas.

Considere-se, agora, o mintermo mg. Se, nas posi¢des 11, 13 e 15, correspondentes a
indiferencas, o valor da fungdo fosse 1, poder-se-iam associar os quatro mintermos res-
pectivos, simplificando consideravelmente a expressdo. Mas como, de facto, o valor que
a fun¢do toma nestas posi¢des é indiferente, é possivel colocar 14 os valores que mais
convém a simplificagdo, sem alterar a funcionalidade pretendida. O mesmo acontece
para outras posi¢des no mapa.

Pode, entdo, fazer-se a minimiza¢do baseada nos agrupamentos ilustrados no mapa da
Figura 2.37, obtendo-se a Expressao 2.121.

f(As, Ay, Ay, Ag) = Ag Ag+ Az Ay Ag+ Az A1 Ay (2.121)

Como se vé, é muito mais simples a expressdo obtida por se ter recorrido a flexibilidade
que existe por serem certas posi¢des indiferentes. Tenha-se em conta que a fungado des-
crita pela Expressdo 2.121 deixou de ter posi¢des ndo definidas. As configuragdes de
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A Ag
A,AN 00 01 11 10

OOOOLJO
]

01| o | o oﬂ
nano

100L1 X X

Ficura 2.37: Mapa de Karnaugh da funcdo detectora de multiplos de 3 em BCD com
as indiferengas aproveitadas.

varidveis de entrada correspondentes as indiferencas que foram associadas com minter-
mos da fungdo passaram a ter saida 1 da fun¢do. As ndo associadas passaram a ter saida
0, uma vez que foram, de facto, tratadas como 0.

Esta técnica de utilizagdo das indiferencas é generalizadamente usada para minimizar
as expressdes das fun¢des logicas, sempre que possivel.

MAara DE KARNAUGH DE CINCO VARIAVEIS

A obtencdo de mapas de Karnaugh de cinco varidveis faz-se a partir de um mapa de
quatro varidveis, do mesmo modo que este se obteve a partir de um mapa de trés va-
ridveis. Ilustra-se, na Figura 2.38, um mapa de cinco varidveis mostrando também a
numeracdo das diversas posi¢des, assumindo que a varidvel de maior peso é a a e a de
menor peso é a e e ainda os eixos de simetria do mapa. Tal como acontece nos mapas
de fun¢des de menor nimero de varidveis, ha muitas outras hipéteses de construir o
mapa, colocando as varidveis noutras posi¢des e, naturalmente, numerando as posi¢des
de maneira coerente.

Para além de todas as adjacéncias vélidas no mapa de 4 varidveis (em cada uma das
«metades»), existem agora adjacéncias entre posi¢des simétricas em relagdo ao novo
eixo de simetria vertical.

A medida que o nimero de varidveis aumenta, a complexidade do mapa aumenta da
mesma maneira, mas, sobretudo, aumenta a dificuldade em encontrar os agrupamentos
adequados para realizar a minimizagdo da fungdo. Considere-se entdo um exemplo,
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| |
Cd © \ : | | : |
ab 0001 001/ 0111 0101 1101 111 1011 100
0 1 3 2 6 7 5 4
00
- 8 ol 11| 10| 14| 15| 13| 12|
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10

Ficura 2.38: Mapa de Karnaugh de cinco varidveis.

utilizando o mapa de Karnaugh para minimizar a fun¢do dada pela Expressdo 2.122 em
termos de soma de mintermos.

fla,b,e,de) =) “m(1,3,5,6,7,8,9,12,15,20,21, 22,29, 30, 31) (2.122)

Considere-se, ainda, que a funcdo tem indiferencas para as configura¢des de entrada
correspondentes as posic¢oes 10,17, 24, 25 e 27. Isto é muitas vezes indicado na expres-
sdo da fungdo por um somatério de termos designados por md 2. Nessa hipotese de
representacdo, a fun¢do em causa seria representada pela Expressdo 2.123.

fla,b,e;de) = Y m(1,3,5,6,7,8,9,12,15,20,21,22,29,30,31) +
+ > md(10,17,24,25,27) (2.123)

O mapa de Karnaugh correspondente a esta funcao estd ilustrado na Figura 2.39.

A melhor estratégia para atacar o problema encontrando os agrupamentos adequados
é, naturalmente, comegar pela procura dos implicantes primos essenciais. Se existirem,
terdo de ser considerados e, para além disso, ficam ja cobertos varios dos mintermos da
funcdo. Analisando o mapa, é possivel verificar que quase todos os mintermos se po-
dem agrupar pelo menos de duas formas em implicantes primos. Ha duas excepgoes,
que estdo assinaladas na Figura 2.40 com fundo cinzento. O mintermo m3 apenas se

20 “d” provém da designacdo em inglés, don't care
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cde
ab 000 001 011 o010 110 111 101 100
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Ficura 2.39: Mapa de Karnaugh de uma funcédo de cinco variaveis.

pode agrupar no implicante primo @ b e, assinalado com a referéncia «1» na figura. Por
sua vez, o mintermo m» apenas pode agrupar-se no implicante primo a b d € (referén-
cia «2»). Repare-se que os implicantes primos essenciais, neste exemplo, ndo agrupam
indiferencas, mas tal ndo é o caso geral.

cde
ab 000 001 011 0 110\ 111 101 100

0| o |l | v HPIE

ot 1) 1 |o | x|ol|1]o|(O |
11xkx

100 0| X | O

o
—_

o
-
-
—_
o

o
-
o
—
—

Ficura 2.40: Mapa de Karnaugh de uma fungédo de cinco varidveis com os implican-
tes primos essenciais assinalados.

A minimizagdo prossegue com a determinac¢do de um conjunto minimo de implicantes
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primos, correspondentes a agrupamentos da maior dimensdo possivel, que cubra todos
os mintermos. Esta procura pode conduzir ao mapa da Figura 2.41.

3 1

cde
ab 000 001 011 110\ 111 101 10
00| o N 1) 0

G D] o
01| 1) é 0| x| o F 0 L_:
@}% XX | o @ b/ ;17

101 0 X 0 0

O

Ficura 2.41: Mapa de Karnaugh de uma fungédo de cinco varidveis com um conjunto
minimo de implicantes primos assinalados.

Na figura, numeraram-se os implicantes primos, para facilitar a sua identificagdo. Do
trabalho feito resulta a Expressdo 2.124, em que os termos estdo pela mesma ordem.

f(a,b,c,dje) = abet+abde+abcecdt+cdetade-+
+acde+becde+abed (2.124)

Uma métrica da complexidade de uma expressio pode ser obtida, de forma simplificada,
pelo nimero de implicantes envolvidos e pelo ntiimero de varidveis envolvidos em cada
um deles. Este critério pode ser resumido ao ntiimero total de entradas em todas as fun-
¢des AND e OR da expressdo. Desse ponto de vista, esta expressdo tem oito implicantes
primos, dos quais trés sdo produtos de trés varidveis, e os restantes cinco sdo produtos
de 4 varidveis. A complexidade C seria, portanto, dada por C' =8 +3 x 3+ 5 x 4 = 37.
Como se viu j4, por vezes existem vdrias expressdes minimais diferentes para a mesma
funcdo com, naturalmente, a mesma complexidade. Na Figura 2.42, um diferente con-
junto de associagdes no mapa de Karnaugh conduz a Expressdo 2.125, que tem a mesma
complexidade que a expressdo anterior, como é facil de verificar. Esta fungdo tem, na
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cde
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Ficura 2.42: Minimizacdo alternativa da fungédo representada no mapa de Karnaugh
da Figura 2.41.

realidade, um grande nimero de expressdes minimais, como se pode constatar.

fla,b,c,de) = abet+abdet+becde+bedtabetabedt
+acde+abced (2.125)

Até aqui, a fungdo que tem vindo a ser usada como exemplo deu origem a expressdes
na forma normal disjuntiva. E evidentemente possivel obter expressdes minimais na
forma normal conjuntiva, se se trabalhar com os 0 da func¢do, maxtermos, implicados,
etc.. A Figura 2.43 ilustra, para a mesma funcdo, os agrupamentos escolhidos no mapa
de Karnaugh. Note-se que todos os implicados primos assinalados sdo essenciais, com
excepgdo do (b+ ¢+ d). Para cada um dos implicados primos essenciais estd assinalado
a cinzento o maxtermo responsdvel pela sua essencialidade.

A Expressdo 2.126 é a expressdo minimal lida do mapa de Karnaugh.

fla,b,c,de) = (a+b+d+e)-(b+c+d) -(a+b+d+e)-
(a+b+c+d+e)-(@+b+d+e)- (2.126)
(@+b+d+e)-(b+c+d)

A expressdo obtida tem um grau de complexidade semelhante, ainda que um pouco
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FicUura 2.43: Minimizacdo alternativa da fungdo representada no mapa de Karnaugh
da Figura 2.41, usando agrupamento de maxtermos.

inferior (C' = 34) ao obtido com as minimizag¢des em termos da forma normal disjuntiva.
Note-se que, apesar de esta expressdo ter um implicado primo ndo essencial, ndo é
possivel obter outra expressdo minimal em termos de produtos de somas.

As diversas expressdes obtidas correspondem a fun¢des onde, como se referiu j4, deixou
de haver indiferencas. De facto, cada indiferenca foi escolhida, no mapa de Karnaugh,
como assumindo o valor 0 ou o valor 1 para serem realizados os agrupamentos que con-
duziram as expressdes minimais. E importante salientar que, embora cada expressao
seja uma expressao minimal, as diversas expressdes correspondem a diferentes fungdes.
Assim, por exemplo, como se pode verificar no mapa correspondente, a Expressdo 2.124
corresponde a uma fungdo que assume o valor 0, para a configuracdo correspondente ao
mintermo may, € 1, para a configuragdo correspondente ao mintermo m,7, enquanto que
a Expressdo 2.125 corresponde a uma funcdo em que mo4 = 1 e m;7 = 0. Existem mais
diferengas, mas estas sdo suficientes para mostrar que as duas fun¢des — e ndo apenas
as expressOes — sdo diferentes. Repare-se porém que, onde a fungdo original tinha va-
lores especificados, todas as fungdes correspondentes as expressdes minimais assumem
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0s mesmos valores.

2.3.2 METODO DE QUINE-MCCLUSKEY

O método de minimiza¢do usando o mapa de Karnaugh tem limita¢des decorrentes do
facto de ser dificil de utilizar para fungdes com um niimero elevado de varidveis. Para
mapas de sete ou oito varidveis é ja praticamente impossivel identificar as adjacéncias
entre posi¢des. No entanto, os aspectos basilares da técnica utilizada — determinagao
dos implicantes (ou implicados) primos e primos essenciais, com escolha de um con-
junto minimo de implicantes (ou implicados) — sdo gerais e podem ser utilizados para
qualquer funcgdo.

Uma metodologia diferente, que consiste no processamento de tabelas em vez de obser-
vacdo de padrodes graficos de adjacéncia, é utilizada no método de Quine-McCluskey, que
ird ser analisado de seguida. Este método permite trabalhar com fun¢des com um nu-
mero muito maior de varidveis, alargando-se muito os limites de praticabilidade da mi-
nimizac¢do 6ptima. No estudo deste método vai considerar-se apenas a variante corres-
pondente a utilizacdo de implicantes para obtencdo de expressdes em termos de forma
normal disjuntiva. Sugere-se, como exercicio, a utilizagdo de implicados para obter a
forma normal conjuntiva.

O método de Quine-McCluskey comega por obter todos os implicantes primos. Segui-
damente selecciona os implicantes primos essenciais. Se estes ndo forem suficientes para
a representacdo da funcdo, selecciona, seguidamente, um conjunto suficiente e minimo
de implicantes primos.

Para se obter a lista de implicantes primos, comeca-se pela obtengdo de implicantes
correspondentes a associacdo de dois mintermos, que serdo designados por implican-
tes de nivel 1. Os mintermos ndo associados sdo ja implicantes primos. Seguidamente,
associam-se todos os possiveis pares de implicantes de nivel 1 para obter implicantes de
nivel 2 (implicantes resultantes da associacdo de implicantes de nivel 1). Os implicantes
de nivel 1 ndo associdveis sdo, naturalmente, implicantes primos. Procede-se da mesma
forma, recursivamente, até ndo poder haver mais associacdo de implicantes, obtendo-se,
assim, a lista completa de implicantes primos.

O exemplo seguinte procura esclarecer o método. Considere-se a fun¢do dada pela Ex-
pressao 2.127.

fla,b,c,de) = m(0,1,2,3,8,11,13,15,17,18,21,23,25,27,29, 31) (2.127)

Para obter a associacdo inicial de mintermos em implicantes primos de nivel 1, haverd
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que representar os diversos mintermos e testar a possibilidade de se associar cada um
deles com todos os outros. A este nivel podem ser tomadas trés medidas para sim-
plificar o processamento: por um lado, em vez de representar os mintermos pela sua
expressdo, representar-se-ao pela configuracdo de variaveis para a qual assumem o va-
lor 1. O mintermo m;;, por exemplo, serd representado por 01011 em vezdea b ¢ d e.

A segunda medida resulta de se compreender que, s6 podendo ser associados minter-
mos que diferem apenas numa varidvel, isso corresponde, com a representagdo anterior-
mente assumida, a pares de mintermos em que um deles tem n uns na sua representagao
e o outro n + 1 uns na representacdo. Por exemplo, o mintermo m3, representado por
00011, e 0 m;, representado por 01011, diferem apenas na posigdo correspondente a va-
ridvel b e tém respectivamente dois e trés uns na sua representagdo. De tudo isto resulta
que se devem agrupar os mintermos em conjuntos de mintermos com o mesmo niimero
de uns na representagdo e que s6 vale a pena testar pares de mintermos correspondentes
a conjuntos sucessivos de niimero de uns.

Por fim, a terceira verificagdo é que, sendo os pares de mintermos obtidos ndo ordena-
dos, ndo vale a pena comparar o mintermo m, com o mintermo m,, se 0 mintermo m,,
ja tiver sido comparado com m,,.

De tudo isto resulta que se pode organizar uma tabela com uma certa estrutura reflec-
tindo as considera¢des anteriormente feitas. Assim, para este exemplo, organiza-se uma
tabela de mintermos com a estrutura ilustrada na Tabela 2.16. Repare-se que se agrupa-
ram os mintermos pelo nimero de uns. A primeira coluna da tabela indica o ntimero
do mintermo respectivo.

Seguidamente procede-se a comparacdo dos mintermos de grupos contiguos, a medida
que se vai construindo uma segunda tabela, a dos implicantes de nivel 1. Assim, o
mintermo m difere do mintermo m1, apenas na posi¢do da direita. Cria-se uma entrada
na nova tabela, onde se langa essa associacdo e, simultaneamente, marcam-se os dois
mintermos como ja associados, usando o sinal /. Esse processo esta ilustrado na Tabe-
la 2.17. Vai-se construindo, deste modo, a tabela de implicantes de nivel 1.

Na nova tabela sdo referidos, para cada associacdo, os mintermos associados (neste caso
os mintermos 0 e 1). Repare-se que a varidvel que foi reduzida no implicante (neste caso
a variavel e) estd assinalada com o simbolo «X».

Prosseguindo o processo até esgotar todas as associagdes possiveis, obtém-se a Tabe-
la 2.18.

Repare-se que, na Tabela 2.18, todos os mintermos foram associados e que, portanto,
nenhum deles é implicante primo.
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TaBeLa 2.16: Tabela dos mintermos da funcdo usada como exemplo.

abcde
(0) | 00000
(1) | 00001
(2) | 00010
(8) | 01000
(3) | 00011
(17) | 10001
(18) | 10010
(11) | 01011
(13) | 01101
(21) | 10101
(25) | 11001
(15) | 01111
(23) | 10111
(27) | 11011
(29) | 11101
(31) | 11111

TaBELA 2.17: Inicio da tabela dos implicantes de nivel 1 e dos mintermos associados
da funcdo dada como exemplo.

abede abede
(0) | 00000 | +/ (0,1) | 0000X
(1) [ 00001 | / . .

(2) | 00010

Pelo modo como estas tabelas sdo construidas, obtém-se grupos em que o ntmero de
uns presentes em cada linha da tabela é sucessivamente maior. Esses grupos estdo se-
parados por linhas horizontais, tal como ja acontecia com a tabela dos mintermos.

Na fase seguinte vao procurar associar-se pares de implicantes deste nivel para obter
implicantes de nivel 2. S6 sdo associdveis pares com o simbolo X na mesma posicdo,
como é evidente. Na Tabela 2.19 listam-se os implicantes de nivel 2 e, novamente, os
implicantes de nivel 1, assinalando agora os implicantes associados.
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TaBeLa 2.18: Tabela completa (a) dos mintermos e (b) dos implicantes primos de
nivel 1 da fun¢do usada como exemplo.

abcde abcde

(0) | 00000 | / (0,1) 0000X
(1) | 00001 | / (0,2) 000X0
(2) | 00010 | / (0,8) 0X000
(8) | 01000 | / (1,3) 000X1
(3) | 00011 | / (1,17) | X0001
(17) | 10001 | +/ (2,3) 0001X
(18) | 10010 | +/ (2,18) | X0010
(11) | 01011 | / (3,11) | 0X011
(13) | 01101 | +/ (17,21) | 10X01
(21) | 10101 | / (17,25) | 1X001
(25) | 11001 | / (11,15) | 01X11
(15) | 01111 | / (11,27) | X1011
(23) | 10111 | / (13,15) | 011X1
(27) | 11011 | / (13,29) | X1101
(29) | 11101 | / (21,23) | 101X1
(31) | 11111 | / (21,29) | 1X101
(25,27) | 110X1

(a) (25,29) | 11X01
(15,31) | X1111

(23,31) | 1X111

(27,31) | 11X11

(29,31) | 1111X

A Tabela 2.19 mostra que nem todos os implicantes de nivel 1 foram associados entre
si para produzir implicantes de nivel 2. Os que ficaram por associar sdo ja implicantes
primos. Trata-se dos implicantes listados na Tabela 2.20.

Por ndo existirem, agora, dois pares com «X» na mesma posi¢ao, ndo é possivel associar
quaisquer pares de implicantes de nivel 2 para obter implicantes de nivel 3, pelo que
todos os implicantes da Tabela 2.18 sdo implicantes primos. Trata-se dos implicantes
listados na Tabela 2.21.

Neste ponto do algoritmo foram determinados todos os implicantes primos. A fase se-
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TaBeLa 2.19: Tabela dos (a) implicantes de nivel 1 associados e dos (b) implicantes
de nivel 2 da fun¢do usada como exemplo.

abcde abcde
(0,1) 0000X | / (0,1,2,3) 000XX
(0,2) 000X0 | / (17,21,25,29) | 1XX01
(0,8) 0X000 (11,15,27,31) | X1X11
(1,3) 000X1 | / (13,15,29,31) | X11X1
(1,17) | X0001 (21,23,29,31) | 1X1X1
(2,3) 0001X | / (25,27,29,31) | 11XX1
(2,18) | X0010
(3,11) | 0X011 (b)
(17,21) | 10X01 | +/
(17,25) | 1X001 | /
(11,15) | 01X11 | /
(11,27) | X1011 | /
(13,15) | 011X1 | +/
(13,29) | X1101 | +/
(21,23) | 101X1 | /
(21,29) | 1X101 | /
(25,27) | 110X1 | /
(25,29) | 11X01 | /
(15,31) | X1111 | +/
(23,31) | 1X111 | /
(27,31) | 11X11 | /
(29,31) | 111X1 | /

(a)

TABELA 2.20: Implicantes primos de nivel 1 da fun¢do usada como exemplo.

Designacao | Expressao
(0,8) | acde
(1,17) | bcde
(2,18) | becde
(3,11) | acde
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TaBeLA 2.21: Implicantes primos de nivel 2 da fungdo usada como exemplo.

Designacao | Expressao
(0,1,2,3) abec
(17,21, 25,29) ade
(11,15,27,31) bde
(13,15,29,31) bce
(21,23,29,31) ace
(25,27,29,31) abe

guinte consiste em identificar, destes, quais sdo os implicantes primos essenciais. Para
isso, é necessdrio construir a tabela dos implicantes primos, que permite verificar, para
cada mintermo, quais os implicantes primos que o representam. Essa tabela estd repre-
sentada na Tabela 2.22.

TaBeLA 2.22: Tabela dos implicantes primos da func¢do usada como exemplo.

0,8) | vV

(1,17) Vi v

(2,18) v v
(3,11)

(0,1,2,3)

(17,21, 25,29)

(11,15,27,31) v Vv v

(13,15,29, 31)

(21,23, 29,31)

( )

25,27,29, 31

<

<
LK
L

Por andlise da Tabela 2.22 verifica-se que o tnico implicante primo que associa o min-
termo mg é o implicante primo designado por (0,8) (@ ¢ d €), que é, assim, um impli-
cante primo essencial. De igual modo, é facil verificar que o implicante primo (2, 18) é
essencial por causa do mintermo m;g, que (13, 15,29, 31) é essencial por causa do min-
termo m;3, e que, finalmente, (21,23,29,31) é essencial por causa do mintermo mag.
Estdo, assim, encontrados os implicantes primos essenciais da funcéo. E facil ver que
este conjunto de implicantes primos essenciais associa muitos dos mintermos da fun-
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TaBeLA 2.23: Tabela refeita dos implicantes primos da funcdo usada como exemplo.

1 3 11 17 25 27
A (1,17) | v v

B (3,11) VooV

C 0,1,2,3) | v

D | (17,21,25,29) v Y

E | (11,15,27,31) v v
F | (25,27,29,31) v <

¢do — os mintermos m(0, 2, 8, 13,15, 18, 21, 23, 29, 31) —, mas que ha ainda mintermos da
fun¢do ndo representados (1,3, 11,17, 25, 27).

A fase seguinte do processo consiste em refazer a tabela dos implicantes primos, to-
mando agora em consideragdo apenas os mintermos nado representados e retirando da
tabela os implicantes primos essenciais, ja seleccionados. Obtém-se, desse modo, a Ta-
bela 2.23.

Esta tabela poderia levar a definir novos implicantes primos que, nas actuais circunstan-
cias, fossem necessdrios para cobrir algum ou alguns dos mintermos ainda nédo repre-
sentados. Esta é uma situagdo comum, mas ndo é esse o caso para esta funcdo. Aquilo
que se obteve é uma tabela que indica que, para cada mintermo, ha dois implicantes
primos que podem ser escolhidos. Nestas circunstancias, o problema passa a ser o da
escolha de um conjunto minimo de implicantes primos que associem a totalidade dos
mintermos. Isso pode ser feito de forma heuristica por observacdo da tabela. Para fa-
cilitar a exposi¢do do raciocinio, os implicantes primos foram, nesta nova tabela, de-
signados por um conjunto de letras de A a F. Repare-se que, se forem escolhidos os
implicantes A e B, ficam cobertos os primeiros quatro mintermos e, claramente, ja ndo
precisamos do implicante C. Ficaram por cobrir os dois tltimos mintermos, o que pode
ser conseguido, escolhendo os implicantes D e E ou, melhor ainda, o implicante F. Uma
outra hipoétese é a de escolher os implicantes C, D e E. Em ambos os casos foram esco-
lhidos trés implicantes para cobrir os mintermos restantes. Nao é possivel resolver o
problema com menos implicantes, como é possivel concluir da anélise da tabela. Po-
dem, entdo, ser usados os conjuntos de implicantes A, B e F ou C, D e E. A escolha néo
é, porém, indiferente. De facto, A e B sdo produtos de quatro varidveis, enquanto que
todos os outros sdo produtos de trés varidveis, sendo, assim, mais simples a expressdo
que incluaC, D eE.

De todo este processo resulta, portanto, a Expressdo 2.128 como a expressdo minimal
(na forma normal disjuntiva) da fun¢do que temos vindo a usar como exemplo. Os
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quatro primeiros termos correspondem aos implicantes primos essenciais encontrados,
e os restantes trés, aos implicantes primos seleccionados adicionalmente para obter a
Expressdo 2.128.

fla,b,c,de)=acdet+bcde+bcetacetabetadet+bde (2.128)

O processo de escolha de implicantes primos, apds a obtengdo dos implicantes primos
essenciais, assentou numa andlise pouco sistemaética, que s6 foi possivel de realizar por
a tabela ser relativamente simples. H&, contudo, uma forma sistemadtica de obter o con-
junto a seleccionar de implicantes primos nado essenciais. Para isso, é necessario obter
a fungdo de implicantes primos ou fungio-p. Esta fun¢do determina quais os implicantes
primos necessdrios na expressdo da fun¢do e usa como varidveis as designagdes dos
implicantes primos ainda presentes na tabela dos implicantes primos. E facil perceber
que, na expressdo final, terd de existir pelo menos um implicante que cubra cada um dos
mintermos da fungdo. Por exemplo, terd de estar presente o implicante A ou o C para
cobrir m;, o implicante B ou o C para cobrir m3, e assim sucessivamente. Dai resulta
que a funcdo-p tem a Expressdo 2.129.

p=(A+C) (B+C) (B+E) (A+D) (D+F) (E+F) (2.129)

Manipulando algebricamente a Expressdo 2.129 para obter a forma normal disjuntiva,
obtém-se a Expressao 2.130.

p=ABDE+ABF+BCDE+BCDF+CDE+ACEF (2130)

A leitura desta expressdo é facil de fazer: para a expressdo minimal da fungdo é neces-
sdrio utilizar os implicantes primos A e B e D e E ou os implicantes A e B e F, e assim
por diante. Verifica-se, portanto, que o nimero minimo de implicantes a utilizar é trés
e que se pode optar pelos conjuntos A, Be FouC, D e E.

O método de Quine-McCluskey é uma réplica do método de Karnaugh, utilizando ma-
nipulacdo de tabelas e, no caso da fun¢do-p, de expressdes, em vez do reconhecimento
de padrdes no mapa. E mais trabalhoso, mas, por ser mais sistematico, tem a vantagem
de ser mais facilmente implementavel num programa, permitindo minimizar expres-
sOes de fun¢des com grande ntimero de varidveis.

No caso de as fungdes terem indiferencas, a utilizagdo do método pouco se altera. Con-
sideram-se as posi¢des em que ha indiferengas como mintermos para a obtencdo dos
implicantes primos, mas omitem-se na tabela de implicantes primos para selec¢do dos
implicantes necessdrios na expressdo da fungdo. O método serd exemplificado com a
funcdo detectora de algarismos BCD mudltiplos de 3 descrita na Tabela 2.15, que foi
usada para introduzir este tépico na apresenta¢do do método de Karnaugh.
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A funcdo tem os mintermos ms, mg € mg e tem indiferencas nas posi¢des 10 a 15. As
diversas tabelas de mintermos e de implicantes de nivel 1 e 2 (ndo ha implicantes de
nivel 3) encontram-se nas Tabelas 2.24 e 2.25.

TaBELA 2.24: Tabelas de (a) mintermos e (b) implicantes de nivel 1 da funcdo em
estudo.

A3 A3 AL A A3A3 AL A,

3 0011 1|V (3,11) X011

6 0101 1| (6,13) X101
9 1001 1| (9,11) 10X1 v
10 1010 X |y (9,13) 1X01 v
12 1100 X |V (10,11) 101X v
11 1011 XV (10, 14) 1X10 v
13 1101 X |V (12,13) 110X v
14 1110 X |V (12,14) 11X0 v
15 1111 XV (11,15) 1X11 v
(13,15) 11X1 v
() (14,15) 111X v

(b)

TaBELA 2.25: Tabela de implicantes de nivel 2 da fungdo em estudo.

AzAz A1 Ag
(9,11,13,15) | 1XX1

(10,11,14,15) | 1X1X

(12,13,14,15) | 11XX

A tabela de implicantes primos desta funcdo, representada na Tabela 2.26, tem apenas
trés mintermos. Dos implicantes primos obtidos no passo anterior, verifica-se que dois
deles, (10,11,14,15) e (12,13, 14,15), ndo associam qualquer mintermo, pelo que nao
sdo incluidos na tabela. Desta tabela é facil concluir que os trés implicantes primos sao
essenciais e sdo também suficientes para representar a fungdo. A Expressdo 2.131 §,
portanto, a expressdo minimal da funcdo estudada, de acordo alids com o resultado ja
obtido na Expressdo 2.121.

f(As, As, A1, Ag) = As Ao+ As Ay Ao+ Ay Ay Ag (2.131)
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TaBELA 2.26: Tabela de implicantes primos da funcdo em estudo.

3 6 9
(3,11) | v
(6,13) v
(9,11,13,15) v

O exemplo final corresponde a funcdo ja4 minimizada pelo método de Karnaugh, defi-
nida anteriormente pela Expressdo 2.123, aqui repetida (Expressdo 2.132).

fla,bc,dye) = ) m(1,3,56,7,8,9,12,15,20,21,22,29,30,31) +
+ > md(10,17,24,25,27) (2.132)

Na Tabela 2.27 apresentam-se os mintermos e implicantes da fungao.

A partir das tabelas anteriores é f4cil construir a tabela de implicantes primos, que,
como anteriormente, s6 vai incluir os mintermos e os implicantes primos que associem
mintermos — todos no caso presente —, sendo excluida, portanto, a necessidade de incluir
indiferengas. A Tabela 2.28 representa a tabela de implicantes primos.

Nesta tabela pode observar-se que o implicante primo (8,10), uma vez que a posigdo
10 corresponde a uma indiferenga, apenas cobre o mintermo mg, que é coberto também
pelo implicante primo (8, 12). Podemos, assim, prescindir daquele implicante primo.
A observagdo da tabela permite concluir que hd apenas dois implicantes primos essen-
ciais: (8,12), por ser o tinico que associa 0 mintermo my2, e (1,3,5,7), por ser o tinico
implicante primo que cobre o mintermo ms. A expressdo da fun¢do incluird, portanto,
estes dois implicantes, mas nao fica limitada a eles, uma vez que hé ainda varios min-
termos nao representados. Reestrutura-se, portanto, a tabela, retirando os mintermos ja
cobertos, obtendo-se a nova Tabela 2.29.

Nesta nova tabela é facil ver que hd alguns implicantes primos que sé associam min-
termos incluidos noutros implicantes primos. E o caso dos implicantes primos repre-
sentados por (6,7), (7,15) e (1,5,17,21), que ndo serdo, portanto, considerados. De
igual modo, os implicantes primos (1,9,17,25) e (8,9, 24,25) associam apenas o min-
termo mg nesta tabela ja reduzida, podendo, assim, prescindir-se de um deles. Da ana-
lise da tabela resulta, entdo, natural a escolha dos implicantes primos (6, 22), (15,31) e
(1,9,17,25). Uma vez que ndo se cobriram ainda todos os mintermos, avanga-se para
nova versdo mais reduzida da tabela, representada agora na Tabela 2.30.
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TaBeLa 2.27: Tabelas de (a) mintermos, (b) implicantes de nivel 1 e (c) implicantes
de nivel 2 da fun¢do em estudo.

a,b,c,d, e a,b,c,d,e
1 00001 1 vV (1,3) 000X1 Vv
8 01000 1 V (1,5) 00X01 V
3 00011 1 V (1,9) 0X001 V
5 00101 1 V (1,17) X0001 V
6 00101 1 V (8,9) 0100X vV
9 01001 1 v (8,10) 010X0
10 01010 X V (8,12) 01X00
12 01100 1 V (8,24) X1000 V
17 10001 X V (3,7) 00X11 V
20 10100 1 V (5,7) 001X1 vV
24 11000 X V (5,21) X0101 Vv
7 00111 1 V (6,7) 0011X
21 10101 1 V (6,22) X0110
22 10110 1 V (9,25) X1001 V
25 11001 X V (17,21) 10X01 Vi
15 01111 1 V (17,25) 1X001 Vv
27 11011 X V (20,21) 1010X
29 11101 1 V (20,22) 101X0
30 11110 1 V (24,25) 1100X Vv
31 11111 1 vV (7,15) 0X111
(21,29) 1X101 vV
(a) (22,30) 1X110
(25,27) 110X1 V
a,b,c,d, e (25,29) 11X01 vV
(1,3,5,7) 00XX1 (15,31) X1111
(1,5,17,21) X0X01 (27,31) 11X11 Vv
(1,9,17,25) XX001 (29,31) 111X1 V
(8,9,24,25) X100X (30,31) 1111X
(17,21,25,29) 1XX01
(25,27,29,31) 11XX1 (b)
(c)

Por razdes semelhantes as anteriores é agora possivel prescindir dos implicantes primos
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TaBerLa 2.28: Tabela dos implicantes primos da func¢do usada como exemplo.

1 3 5 6 7 8 9 12 15 20 21 22 29 30 31

(8,10
(8,12

(6,
(6,22
(20,21
(20, 22
(7,15
(22,30
(15,31
(30,31
(1,3,5,7
(1,5,17,21
(1,9,17,25
(8,9,24,25
(17,21,25,29
(25,27,29, 31

L
<<

)
)
7)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

TAaBELA 2.29: Tabela refeita dos implicantes primos da fungdo usada como exemplo.

6 9 15 20 21 22 29 30 31

v
v v

(6,
(6,22

7)
)
(20,21)
(20, 22)
(7,15)
(22, 30)
(15,31) v v
(30,31)
(1,5,17,21)
(1,9,17,25)
(8,9,24,25)
(17,21, 25,29)
(25,27,29,31)
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TaBeLA 2.30: Tabela refeita dos implicantes primos da fun¢do usada como exemplo.

20 21 29 30
(20,21) | vV
(20,22) | /
(22, 30) v
(30,31) v
(17,21, 25, 29) v Y
(25,27,29,31) v

(20,22) e (25,27,29,31) e também de um dos do par (22,30) e (30,31). Da anélise da
tabela é possivel seleccionar os implicantes primos (20, 21), (30,31) e (17,21, 25,29). A
funcao pode, portanto, ser representada pela Expressdo 2.133.

e+bcde+bede+
cd+abcd+ade (2.133)

f(a’7 b? C? d7 e) =

S

]

+a
+

&l
o

ol

a
+ e+a

Repare-se que, neste caso, ndo foi necessario recorrer a fun¢do-p para determinar os im-
plicantes primos ndo essenciais. Foi possivel, por andlise sucessiva das tabelas de impli-
cantes primos, seleccionar a expressdao minimal da fun¢do. Um outro ponto interessante
é, neste caso, a comparagdo entre o método de Karnaugh e o de Quine McCluskey para
a mesma funcdo. No método de Karnaugh tinha-se verificado que havia muitas ex-
pressdes minimais possiveis, enquanto que, usando o método de Quine-McCluskey, se
obteve uma expressdo onde hd, aparentemente, poucas opgdes. Isso resultou da ma-
neira como foi evoluindo a tabela dos implicantes primos, que escondeu op¢des possi-
veis para a obtencdo da expressdo final. Por exemplo, na tiltima tabela, prescindimos do
implicante primo (20, 22), uma vez que o (20, 21) cobria o mintermo 1y, tinico coberto
pelo primeiro implicante primo. No entanto, tal ndo era necessario. Se fosse escolhido
o implicante (20, 22), isso seria uma opgdo vdlida, j& que o mintermo ms; é também
coberto pelo implicante primo (17,21, 25, 29), que foi também seleccionado. Muitas ou-
tras situagdes deste tipo acontecem neste exemplo. Se tivesse sido aplicada a fungao-p a
primeira tabela de implicantes primos, teria sido possivel obter uma expressao em que
todas as op¢des de minimiza¢do da expressdo desta fungdo teriam resultado explicita-
mente.
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SUMARIO

Neste capitulo é feito um estudo sob vérios aspectos das fun¢des que descrevem formal-
mente os sistemas digitais, habitualmente designadas por fung¢des l6gicas. Inicialmente
é apresentada a dlgebra de Boole, a ferramenta matemaética de suporte ao estudo dos
circuitos digitais. Embora se possam definir dlgebras de Boole com mais de dois ele-
mentos, no caso que nos interessa, o estudo é restringido a algebras de Boole bindrias.

Com base na élgebra de Boole sdo descritas as diversas formas de representar fungdes
l6gicas, com énfase na equivaléncia, por um lado, e na complementaridade, por outro,
das diversas formas de representacdo. O aspecto particular da minimizagdo das expres-
sdes que representam fungdes logicas é discutido com grande pormenor para o caso em
que se pretendem obter expressdes a dois niveis. Sdo apresentados, neste contexto, os
métodos de Karnaugh e de Quine-McCluskey. Sdo ainda discutidos os aspectos ligados
a minimizagdo de expressdes correspondentes a fun¢des incompletamente especifica-
das.

EXERCICIOS

2.1 Elabore as tabelas de verdade das seguintes funcdes logicas:

1. f(A,B,C)=AB+ABC
2. f(A,B,C,D)=AB (CeD)+ABC+ACD+BCD
3. f(A,B,C)=ABC+AB+C

2.2 Minimize algebricamente as seguintes fungdes:

1. f(A,B,0,D)=A B (C®D)+ABC+ACD+BCD

2. f(A,B,C,D)=ABC+AB(C+D)+A+B+D
2.3 Considere a seguinte fungdo: f(A,B,C) = (A® B) C+ A (B® O):

1. minimize algebricamente a fun¢do para obter um produto de somas;
2. minimize algebricamente a fungdo para obter uma soma de produtos;
3.

obtenha a forma canénica normal disjuntiva;

4. obtenha a forma canénica normal conjuntiva.

2.4 Obtenha a expressdo em forma de soma de produtos da fun¢do maioria com 3
varidveis. A fun¢do maioria é uma fun¢do que assume o valor 1 quando o nimero
de varidveis a 1 é superior ao nimero de entradas a 0. Repita para 4 e 5 varidveis.
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2.5 Obtenha a expressdo de uma fungdo légica que indica se uma determinada confi-
guragdo de quatro bits é uma palavra do cédigo BCD.

2.6 Considere o seguinte logigrama:

A

.
D SN
D

S

Determine uma expressdo algébrica para a fungdo F', minimize-a e desenhe o lo-
gigrama correspondente a expressdo resultante.

;

2.7 Construa o logigrama correspondente a um conjunto de fung¢des de trés varidveis
que calculam o factorial do ntiimero bindrio representado pelas varidveis de en-
trada.

2.8 Determine um conjunto de fun¢des logicas que realize a multiplicagdo de dois
numeros bindrios de dois algarismos.

2.9 Determine um conjunto de fung¢des légicas que obtenha o valor inteiro da raiz
quadrada de um ntdmero bindrio de 5 algarismos.

2.10 Minimize as seguintes fun¢des légicas, utilizando o método de Karnaugh. Para
cada caso utilize, quer somas de produtos, quer produtos de somas, e conclua
qual produz a expressdo mais simples:

1. f(A,B,C,D,E) = > m(1,3,5,8,10,12,14,21, 23,24, 26,31) com indiferen-
¢as nas posicoes 0, 4, 7, 15, 17, 18, 27 e 2§;

2. f(A,B,C,D,FE) = 11M(0,2,5,7,9,10, 11, 20, 22, 23, 27,30) com indiferencas
nas posicoes 1, 8,12, 15, 16, 25 e 31;

3. f(A,B,C,D,E) = > m(3,4,6,7,10,13,19,23,28,29,31) com indiferencas
nas posicoes 5, 12, 15, 21, 22 e 25;
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4. f(A,B,C,D,E) = Y m(1,3,5,6,7,8,9,12, 15,20, 21, 22, 29, 30, 31) com indi-
ferengas nas posigdes 10, 17, 24, 25 e 27;

5. f(A,B,C,D)=A (CeD)+A D+A C D+ A C D com indiferencas nas
posicdes 1,7, 11 e 13.

2.11 Repita o problema anterior, utilizando o método de Quine-McCluskey.

2.12 Para as fungdes logicas do problema anterior determine todos os implicantes(ados)
primos e, no caso de os haver, os implicantes(ados) primos essenciais.

2.13 Considere a fungdo f(A,B,C,D) = > m(0,1,3,4,7,9,10,12) com indiferengas
nas posigoes 2, 5, 14 e 15, Obtenha todas as expressdes minimas da funcdo, quer
utilizando somas de produtos, quer produtos de somas. Verifique, utilizando tabe-
las de verdade construidas para cada uma das expressdes obtidas, que as diversas
expressdes ndo correspondem a mesma funcdo. Justifique o facto.

2.14 Considere a seguinte fungéo:
f(A,B,C,D,E) = 1IM(1,7,9,12,14,18,19, 21, 22, 25,28, 30, 31) com indiferencas
nas posicoes 4, 15, 16, 17 e 20.
1. Minimize-a utilizando o método de Karnaugh.

2. A partir da funcdo f(A, B,C, D, E) e sem a alterar, usando o minimo de 16-
gica possivel, projecte uma funcdo g(A, B,C, D, E) com uma tabela seme-
lhante tendo como tnica diferenca a existéncia de saida 1 nas posi¢oes 1, 4 e
21.

2.15 Manipule as expressdes logicas obtidas no Problema 2.10 para obter:

1. expressodes utilizando apenas fun¢gdes NAND de até quatro entradas;

2. expressdes utilizando apenas fun¢gdes AND e OR com duas varidveis de en-
trada e NOT;

3. quando possivel, expressdes mais simples com mais de duas camadas.
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Neste capitulo sdo apresentadas algumas das tecnologias que permitem construir cir-
cuitos légicos que ddo suporte a realizagdo de fungdes logicas, isto é, circuitos eléctricos
cujo comportamento pode ser descrito por aquelas fungdes.

Na Secgao 3.1 sdo referidas algumas das tecnologias de circuitos integrados usados para
construir circuitos 16gicos. Sdo também referidos alguns dispositivos tteis para o pro-
jecto de sistemas, mas que ndo implementam directamente fun¢des como as definidas
no capitulo anterior.

O uso dos dispositivos descritos para a implementacdo de circuitos e as metodologias
que lhe estdo associadas sao descritos na Secgao 3.2.

Um aspecto importante neste contexto é o das técnicas para identificacdo de erros que
produzem falhas no funcionamento dos circuitos. A Sec¢do 3.3 aborda, de maneira
muito introdutdria, essa questéo.

Na Secgdo 3.4 sdo analisados os aspectos referentes ao facto de os circuitos electrénicos
necessitarem de tempo para operar e as consequéncias deste facto nos circuitos digitais.

Uma metodologia alternativa de implementagdo de circuitos directamente a partir da
sua especificacdo formal e utilizando dispositivos 16gicos programdveis é apresentada
na Seccgéo 3.5.

3.1 CIRCUITOS INTEGRADOS DIGITAIS

O interesse do estudo que se fez das funcdes l6gicas reside no facto de que estas fung¢des
podem ser usadas para descrever e especificar ac¢des e processamentos pretendidos de
um equipamento. Simultaneamente, ha metodologias que permitem uma fécil passa-
gem de uma descricdo em termos de fungdes logicas para a implementagédo de circuitos
electrénicos com um comportamento especificado por essas fungdes, como se verd ao
longo deste capitulo.

3.1.1 Famirias LOoGIicas

Uma possivel implementacédo de circuitos digitais é feita com base em dispositivos elec-
trénicos que tém um comportamento semelhante a algumas das fungoes 16gicas descri-
tas no Capitulo 2, como as fun¢gdes AND, OR, NOT, ou outras. E usual designar esses
dispositivos por portas (em inglés, gates) ou portas ldgicas. As portas légicas estdo nor-
malmente incluidas em circuitos integrados.
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A tecnologia dos circuitos integrados é a responséavel pelo tremendo desenvolvimento
dos sistemas digitais, uma vez que possibilitou a construcdo de circuitos electrénicos
digitais muito complexos, a custos extremamente reduzidos e ocupando espagos muito
limitados.

Um circuito integrado é um pequeno cristal de silicio (h4 outras tecnologias, mas o si-
licio é largamente dominante) onde se difundiram impurezas em determinadas &reas
dando origem a transistores, diodos, resisténcias e outros componentes electrénicos
interligados entre si, de modo a formarem circuitos electrénicos de maior ou menor
complexidade. Os circuitos integrados digitais sdo de facil concepgdo e tém custos de
produgao relativamente baixos.

Cada circuito integrado pode ter entre algumas portas e alguns milhdes de portas. Por
exemplo, um dos circuitos integrados mais simples, disponivel no mercado, é um cir-
cuito com portas AND que tem quatro portas AND de duas entradas, que podem ser
usadas separadamente. Um circuito como um contador tem algumas dezenas de por-
tas que estdo previamente interligadas para formar o contador. Um processador das
familias Pentium ou PowerPC tem varios milhdes de portas.

Existem varias tecnologias para fabricar circuitos integrados digitais, das quais as mais
importantes actualmente sdo a TTL, a CMOS e a ECL:

— TTL: Uma tecnologia que foi durante muitos anos, de longe, a mais utilizada, tendo,
na prética, estabelecido todo um referencial de arquitecturas, critérios e normas, com
consequéncias no desenvolvimento de outras familias. Utiliza transistores do tipo bipo-
lar a funcionar ao corte (o dispositivo comporta-se como um interruptor aberto) ouna
saturagdo (o dispositivo comporta-se como um interruptor fechado), dois dos modos
de funcionamento desse tipo de dispositivos. Tem um comportamento médio no que
diz respeito a velocidade e ao consumo. Subdivide-se em vérias subfamilias com
caracteristicas diferenciadas, mas todas compativeis entre si. Dado ter-se tornado
muito popular, outras tecnologias tém circuitos com entradas e saidas compativeis
com TTL. E uma tecnologia que, actualmente, perde mercado a favor da CMOS. A
sigla TTL é construida com as iniciais de Transistor-Transistor Logic, designagdo que
pOe em realce a estrutura interna destas portas, construidas com dois niveis de tran-
sistores.

— CMOS: O CMOS §, actualmente, a tecnologia mais utilizada, tendo ultrapassado a
TTL no final dos anos 80 do século XX. Utiliza transistores do tipo MOSFET. Inicial-
mente era uma tecnologia mais lenta que a TTL, com a vantagem de consumir muito
menos poténcia. Hoje, com a evolugdo da tecnologia dos circuitos integrados, as
frequéncias de operagdo obtidas sdo j& muito elevadas, embora parcialmente a custa
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do consumo de energia. Os ganhos de velocidade da tecnologia CMOS, combina-
dos com a grande capacidade de integracdo, colocaram-na como a tecnologia mais
importante no projecto e fabrico de circuitos integrados. Existem também algumas
subfamilias nesta tecnologia. E a tecnologia com um mercado em mais rapido cresci-
mento. A sigla CMOS deriva das iniciais de Complementary Metal Oxide Semiconduc-
tor, designagdo que se refere a tecnologia usada, que utiliza transistores do tipone p
na mesma porta.

— ECL: Trata-se de uma tecnologia que permite construir circuitos muito rdpidos, em-
bora a custa de um enorme consumo energético. Tem nichos de mercado muito limi-
tados, nomeadamente as aplicagdes militares. Utiliza transistores bipolares na zona
activa. Enquanto que as tecnologias anteriores podem ser utilizadas em projectos
de circuitos, a partir dos dispositivos existentes, nomeadamente portas, requerendo
poucos conhecimentos em electrénica e em propagacdo de sinais em linhas, a tecno-
logia ECL ndo dispensa esse tipo de conhecimentos para uma concepgdo correcta de
circuitos com bom desempenho. A sigla ECL é construida com as iniciais de Emitter
Coupled Logic, numa referéncia ao tipo de estrutura de circuitos electrénicos utilizada.

Fisicamente, um circuito integrado apresenta-se em varios formatos de encapsulamento,
dos quais o que é utilizado mais frequentemente em laboratério é o tipo DIL (do inglés,
Dual In-Line). Este encapsulamento consiste numa caixa de plastico ou cerdmica, para-
lelepipédica, onde existem duas filas de terminais ao longo dos lados maiores do para-
lelepipedo. Estes terminais sdo usualmente designado por pins. Na Figura 3.1 ilustra-se
um circuito com 14 terminais. E importante ter em conta, porém, que, actualmente, a
maior parte dos circuitos integrados disponiveis no mercado usa tipos diferentes de en-
capsulamento, que permitem montagem superficial, um tipo de montagem que permite
muito maior compactagdo e o uso de circuitos com um ntmero de terminais muito mais
elevado.

Ficura 3.1: Circuito integrado em encapsulamento DIL.

Os fabricantes produzem séries de circuitos com caracteristicas eléctricas semelhantes,
em que as designacoes sdo cadeias de algarismos e letras com a mesma estrutura. Mui-
tas vezes, varios fabricantes acordam em usar as mesmas designag¢des para produtos
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semelhantes. No que diz respeito a circuitos digitais de baixa ou média complexidade,
as séries 74nn sido ainda muito utilizadas actualmente, embora a tendéncia, como se
refere na Secgdo 3.5, seja a de utilizar circuitos programdveis ou desenhados proposita-
damente para aplica¢des especificas, em ambos os casos com um nimero muito elevado
de portas. Um exemplo de circuito integrado é o 7408, que existe quer na familia TTL,
quer na CMOS. Este circuito integrado disponibiliza quatro portas AND de duas entra-
das. Considerando o circuito visto de cima, a disposigdo esta indicada na Figura 3.2. A
distribuicdo de terminais é referida em inglés por pin-out.

14 13 12 11 10 9 8

ch
L T

LD;[D
Gnd
4

1 2 3 5 6 7

)

Ficura 3.2: Distribui¢do de terminais do circuito integrado 7408.

Repare-se na numeragdo dos terminais, que é feita com inicio no canto inferior esquerdo
e prossegue, rodando em torno do circuito no sentido directo, até ao canto superior es-
querdo. A marca existente num dos lados menores do circuito (a esquerda, na figura)
permite orientar o dispositivo. Os terminais 14 e 7 sdo os terminais que permitem ali-
mentar electricamente o circuito. Na familia TTL tém, respectivamente, a designagao
de Voo e Gnd (abreviatura do inglés, Ground). O terminal Vo deve ser ligado a uma
tensdo positiva de 5V, e o Gnd, a 0V, usualmente designado por terra.

Nos catdlogos de circuitos integrados podem ser encontradas as distribuicdes de ter-
minais para todos os circuitos integrados de qualquer familia. A titulo de exemplo,
indicam-se na Tabela 3.1 as referéncias para alguns circuitos correspondentes a portas
l6gicas, sem procurar uma enumeragdo exaustiva.

Estas referéncias sdo validas na familia TTL e em varias das subfamilias CMOS, com
excepcdo da subfamilia 4000/4500, que se encontra obsoleta.

Como ja se referiu anteriormente, existem varias subfamilias TTL com caracteristicas
diferenciadas no que diz respeito a poténcia gasta e a rapidez de funcionamento. A
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TaseLa 3.1: Descrigdo de alguns circuitos integrados digitais.

Referéncia Descricao
7400 Quatro portas NAND de duas entradas
7402 Quatro portas NOR de duas entradas
7404 Seis portas NOT
7408 Quatro portas AND de duas entradas
7410 Trés portas NAND de trés entradas
7411 Trés portas AND de trés entradas
7420 Duas portas NAND de quatro entradas
7421 Duas portas AND de quatro entradas
7430 Uma porta NAND de oito entradas
7432 Quatro portas OR de duas entradas
7486 Quatro portas XOR

indicacdo da subfamilia é feita pela colocagdo de letras na referéncia do integrado a
seguir aos algarismos 74. Por exemplo, um 74LS00 é um circuito TTL da subfamilia
LS (do inglés, Low power Shotcky). A auséncia de letra indica que se estd perante a sé-
rie normal TTL, que, actualmente, é ja de uso muito restrito, por estar tecnologicamente
obsoleta. Os catdlogos dos fabricantes indicam as caracteristicas de cada subfamilia. Em
CMOS, a indicac¢do das subfamilias faz-se do mesmo modo que em TTL. Por exemplo,
em CMOS existem duas subfamilias muito populares actualmente, a 74HC e a 74HCT
(esta dltima, aceitando os niveis tipicos da familia CMOS, mantém a compatibilidade
dos niveis eléctricos com a familia TTL). O 74HCO08 e o 74HCTO08 tém a mesma distri-
buigdo de terminais que o 7408 ou o 74LS08.

3.1.2 PorTAs BASICAS

Neste livro ndo serd analisada a estrutura interna das portas TTL, por apresentarem al-
guma complexidade e por o seu estudo ndo contribuir significativamente para os objec-
tivos apontados.

Ja no caso das portas CMOS é mais f4cil perceber a sua estrutura e funcionamento. As
portas CMOS utilizam transistores MOSFET de canal n e de canal p no mesmo circuito,
razdo da designacdo CMOS, em que o C provém do inglés Complementary, uma vez que
se utilizam transistores de tipos complementares. Na Figura 3.3 representa-se o simbolo
de um transistor de canal p e o seu equivalente funcional para o nivel de abstracgdo
que interessa no contexto deste livro. Tudo se passa como se o transistor fosse um
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interruptor que, enquanto a tensao eléctrica na porta estiver abaixo de um limiar V;, se
conserva fechado, criando uma ligacdo entre os terminais de fonte e de dreno, e que, se
a tensdo na porta ultrapassar um outro limiar V}, interrompe a ligagdo. Na Figura 3.4
representa-se um transistor de canal n e, igualmente, o seu equivalente funcional. Neste
transistor, a ligacdo entre o dreno e a fonte s6 se estabelece quando é aplicada uma
tensdo que ultrapasse o limiar V}, a porta, mantendo-se o circuito aberto se a tensdo
na porta for inferior a V;. O funcionamento dos transistores entre os valores dos dois
limiares é irrelevante no caso de circuitos digitais.

Fonte

o

Dreno

Ficura 3.3: Transistor de canal p.

Dreno

N

Fonte

Ficura 3.4: Transistor de canal n.

A estrutura de uma porta NOT na tecnologia CMOS esté representada na Figura 3.5 e, de
uma maneira simplificada, a relagdo entre a tensdo apresentada a entrada, V7, e a tensdo
resultante a saida, Vp. O indice I provem do inglés, Input e o indice O do inglés, Output.
Nesta figura representa-se, para além da estrutura da porta, o seu circuito equivalente,
no caso de se apresentar na entrada uma tensdo V; = Vj inferior ao limiar V; e uma
tensdo V; = V; superior ao limiar V},. Mantendo o nivel de abstrac¢do a que esta matéria
estd a ser analisada, verifica-se que, para uma entrada a um nivel inferior a V;, a porta
responde com uma tensdo Vo aproximadamente igual a Vpp, a designagao habitual da
tensdo de alimentacdo na tecnologia CMOS, que é superior ao limiar V}, e, para uma
entrada a um nivel superior a V},, responde com uma saida V a um nivel inferior a V;.
Se se fizer corresponder o nivel inferior a V; a um 0 e o nivel superior a V;, aum 1, o
circuito comporta-se, de facto, como uma negagéo.

Nas Figuras 3.6 e 3.7 ilustram-se, respectivamente, a estrutura de uma porta NAND e de
uma porta NOR em CMOS. E deixado ao leitor, como exercicio, a analise destes circuitos
utilizando os pressupostos usados no caso do NOT.
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Ficura 3.5: Estrutura de uma porta NOT em CMOS.

nd nd

Vbp

|
4{4% .

Ficura 3.6: Estrutura de uma porta NAND em CMOS.

3.1.3 NivEis DE TENSAO E NivEis LoGcicos

Os circuitos electronicos que materializam as fung¢des l6gicas estudadas no Capitulo 2
esperam nas suas entradas e apresentam nas suas saidas valores de tensao eléctrica. Os
fabricantes de circuitos l6gicos ndo garantem valores fixos de tensdo para representar os
valores l6gicos. O que garantem é um intervalo de tensdes de tal modo que, se a saida
de uma porta se encontrar nesse intervalo, pode considerar-se que estd representado
um determinado valor l6gico.
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— Gnd

Ficura 3.7: Estrutura de uma porta NOR em CMOS.

No caso da familia TTL, a alimentacdo é uma tensdo continua de Voo = 5V + 5%.
Os fabricantes garantem que, para la dos momentos em que se verifica uma transicdo a
saida da porta em resultado de uma mudanca nas entradas, a tensdo estara ou no valor
Alto, também designado por H (do inglés, High), que corresponde a um valor dentro
do leque 2,4V a 5V, ou no valor Baixo, também designado por L (do inglés, Low), que
corresponde a um valor dentro do leque 0V a 0,4V. A Figura 3.8 ilustra os dois niveis.
O valor minimo de tensdo a saida da porta, que ainda corresponde a H, é usualmente
designado por Vommin, tensio alta minima a saida. O valor méaximo de tensdo a saida
da porta, que ainda corresponde a L, é usualmente designado por Vormqx, tensio baixa
mdxima a saida. Em TTL verificam-se, portanto, as definicdes das Equacdes 3.1.

VOHmin - 274\/
VOLmaw - 034\] (31)

A tendéncia natural é associar o intervalo Alto (H) ao valor 16gico 1 e o intervalo Baixo
(L) ao valor logico 0. Adiante voltar-se-d a esta questdo, para mostrar que ha outras
hip6teses porventura mais interessantes.

E necessario ter em conta que existe aquilo que habitualmente se designa por ruido
eléctrico e que mais ndo é do que a influéncia electromagnética de todos os campos
que existem na zona onde estd o circuito (emissdes de radio, TV, telemédveis, interferén-
cias provocadas por motores eléctricos, emissao electromagnética de outras ligacdes do
mesmo circuito, etc.). Assim, é possivel que a saida de uma porta exista um valor véalido
de tensdo (por exemplo, 0,3V) e a entrada de uma porta que lhe esteja ligada se observe
um valor invélido (por exemplo, 0,5V).

Para ter em conta que isso pode ocorrer e deve ser tolerado, as entradas das portas,
ainda em TTL, tém uma especificagdio um pouco mais ampla, sendo os valores entre
2V e 5V interpretados como H, e os valores entre 0V e 0,8V interpretados como L, de
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FicUura 3.8: Definicdo dos niveis de tensdo na saida de um circuito TTL.

acordo com as Equacdes 3.2. Vizpin corresponde a tensdo alta minima a entrada, € Vipmaz
a tensdo baixa mdxima a entrada. Na Figura 3.9 resume-se esta questdo dos niveis.

Vitkmin = 2V
VILmaac = 0,8V (32)

O intervalo de 0,4V entre os valores extremos a saida e a entrada é chamado margem de
ruido.

No caso da familia 74HC, em CMOS, as tensdes de alimentagdo sdo mais flexiveis que
em TTL, podendo assumir valores entre 2V e 6V. Os niveis que referenciam os intervalos
de tensdo corespondentes ao H e ao L variam com a tensdo de alimentagdo, como é
6bvio. Os valores especificados, por exemplo, pela Philips para a tensdo de alimentagdo
de 4,5V, por exemplo, a temperatura de 25 °C, sdo listados nas Equacgdes 3.3.

Vittmin = 3,10V

Vitmaz = 1,35V
Vormin = 4,32V (3.3)
Vormaz = 0,26V
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Ficura 3.9: Definicdo dos niveis de tensdo na familia TTL a saida e a entrada de uma
porta.

Nestas condi¢des, a margem de ruido é de cerca de 1,15V, o que é superior ao valor para
TTL.

No caso das familias CMOS, a subfamilia 74HC tem as referéncias e a distribuicdo de
terminais compativeis com as familias TTL. Ndo é, no entanto, electricamente compati-
vel, como se infere das Equagdes 3.1, 3.2 e 3.3. A familia 74HCT é uma variante da HC
com niveis légicos compativeis com a familia TTL.

3.1.4 ATRASOS

Dado que os circuitos integrados sdo dispositivos reais e fisicos, ndo reagem instanta-
neamente a mudangas nas suas entradas. Isso quer dizer que, no seu comportamento
ao longo do tempo, podem ser observados atrasos entre altera¢des provocadas nas en-
tradas de uma porta e as eventuais altera¢gdes produzidas na sua saida. Na Figura 3.10
analisa-se um exemplo de uma porta AND num circuito 7408.

A figura ilustra um diagrama temporal. Um diagrama temporal é uma representacdo es-
quematica da evolugdo de sinais ao longo do tempo. No caso da figura, mostra-se a
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Ficura 3.10: Exemplo de atrasos numa porta AND.

evolucdo dos niveis a entrada e saida de uma porta AND. Os sinais ndo mudam instan-
taneamente. Aqui a representacdo disso é feita por uma linha inclinada na transicao.
Na realidade a transi¢do é mais complexa, mas ao nivel de abstraccdo a que é feita
esta andlise, esta forma de representacao é suficiente. Por vezes, nos diagramas tempo-
rais, omite-se esta representacdo de uma transi¢do ndo instantanea quando isso ajuda a
torna-los mais claros, sendo as transi¢des representadas por linhas verticais.

Pode ser observado que na porta a primeira alteracdo da entrada A ndo tem qualquer
efeito na saida, uma vez que a entrada B permanece a 0, mantendo a saida a 0. E um
caso claro em que uma alteracdo numa entrada ndo afecta a saida e em que, portanto,
ndo se pode falar de atraso.

A transicdo de 0 para 1 na entrada B leva a que a saida transite para 1. No entanto, a res-
posta da saida Z a mudanca em B ocorre apenas ap6s um certo tempo, representado na
tigura por t,,1z. Este tempo, chamado tempo de atraso, tempo de reacgio e, por vezes, tempo
de propagagio, é uma consequéncia dos fenémenos fisicos necessarios para a realizagdo
da comutacdo da porta. O indice pLH na designhacdo do tempo de atraso referido indica
que se trata da transicdo da saida de L para H. Os tempos de atraso nas transi¢des de
L para H ndo sdo obrigatoriamente iguais aos das transi¢des inversas de H para L. Por
isso, na figura fez-se uma representacdo em que ¢, € diferente de ¢,zr,. Na Secgdo 3.4
voltar-se-4, mais pormenorizadamente a este tema.
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3.1.5 ENERGIA

O funcionamento de circuitos electrénicos obriga ao consumo de energia. Essa energia
dissipa-se, aquecendo os circuitos. Isto coloca dois problemas. Por um lado, é neces-
sdrio garantir aos circuitos a energia necessdria para o seu funcionamento. Por outro, é
necessario garantir que ha mecanismos de arrefecimento que conservam estavel a tem-
peratura de um circuito, para evitar que os componentes se degradem. Como é 6bvio,
com a tendéncia actual para o desenvolvimento de produtos portéteis, estas questdes
tém vindo a tornar-se cada vez mais importantes.

Pela sua estrutura, as portas TTL, e sobretudo as ECL, sdo portas que tém consumos de
energia relativamente elevados. As portas CMOS, pelo contrario, caracterizam-se por
dissipar menos energia que as anteriores. Isso deve-se a que as portas CMOS dissipam
a maior parte da energia durante o tempo em que estdo a comutar de nivel. Se uma
porta CMOS mantiver o nivel de saida estdvel durante algum tempo, praticamente nao
consome energia. O que se paga, em contrapartida, € um consumo que cresce com o nu-
mero de transi¢des por unidade de tempo, isto é, com o nivel de actividade. A dissipagao
de poténcia relativa a comutacdo, a parte mais importante, é dada pela Expressdo 3.4.

Py =CLVipo (3.4)

Nesta expressdo, P, é a poténcia dissipada, C'1, a capacidade vista pela saida da porta,
Vbp a tensdo de alimentacdo, e a o nivel de actividade da porta, ou seja, o ntimero
médio de transi¢des por unidade de tempo.

Uma forma que tem vindo recentemente a ser utilizada pelos fabricantes para diminuir
o consumo dos circuitos 16gicos, apesar do aumento das suas frequéncias de funcio-
namento e, portanto, do nivel de actividade das portas, é a diminui¢do da tensdo de
alimentacdo. Esta solucdo que, de acordo com a Expressdo 3.4, parece 6bvia, tem o in-
conveniente de diminuir a margem de ruido e a velocidade dos circuitos, levando a
necessidade de equilibrar cuidadosamente as vantagens e inconvenientes da solugao.

3.1.6 DisposiTtivos ESPECIAIS

Para além das portas bésicas, é frequente em sistemas digitais a utilizagdo de outros dis-
positivos, que sdo importantes para garantir certo tipo de funcionalidades. Analisam-se
seguidamente, pela sua importancia, os buffers de trés estados (em inglés, tri-state buffer)
e as portas de passagem (em inglés, transmission gates).
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Buffers DE TRES ESTADOS

O buffer de trés estados é um dispositivo com uma entrada e uma saida de dados e ainda
uma entrada de controlo. Quando a entrada de controlo estd a H, o valor da saida é igual
ao valor que se apresenta na entrada de dados. Quando, pelo contrério, a entrada de
controlo estd a L, entdo a saida estd em alta impedancia, isto é, estd desligada de toda a
tensdo eléctrica. A Tabela 3.2 resume o funcionamento deste dispositivo. A Figura 3.11
mostra os simbolos utilizados para este circuito. No simbolo da direita o tridngulo é o
sinal de saida de trés estados.

TaBeLa 3.2: Tabela de um buffer de trés estados.

C 1 O
L || X | sem tensao
H | L L
H | H H
C En 1
I @)

C

Ficura 3.11: Simbolos do buffer de trés estados.

A Figura 3.12 ilustra a estrutura interna de um buffer de trés estados. As portas re-
presentadas na figura pretendem simplificar o circuito, de modo a tornar mais facil a
compreensdo da sua estrutura, mas, como é evidente, sdo, por sua vez, implementadas
com um conjunto de transistores. Repare-se, por comparagdo com os circuitos anterior-
mente apresentados, que, quando a linha C estd a L, ambos os transistores de saida
estdo cortados, isto é, os interruptores equivalentes estdo abertos e a saida ndo fica li-
gada nem a Vpp nem a Gnd, ficando, como se pretende, desligada de toda a tensdo
eléctrica. Quando a entrada C esta activa, isto é, em H, a saida reproduz o nivel da
entrada.

H4 duas aplicagdes fundamentais para os buffers de trés estados. Por um lado, poten-
ciam a utiliza¢do de linhas bidireccionais. Por outro, permitem interligar um de vérios
sinais a uma dada linha.
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Vbp
| D= )
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c— — Gnd

Ficura 3.12: Estrutura interna de um buffer de trés estados em tecnologia CMOS.

Considere-se o logigrama da Figura 3.13. Neste logigrama é possivel observar que exis-
tem duas linhas que ligam duas entidades que se encontram, uma, a direita e, outra, a
esquerda do logigrama. Se a varidvel DIR estiver a H, entdo o buffer de trés estados da

le I
e >
Oe Dados oF|
< >
DIR

Ficura 3.13: Linha bidireccional.

direita estd inibido e, consequentemente, porta-se como se ndo estivesse presente. Em
contrapartida, o buffer da esquerda estd activo, e a informacdo que se encontrar presente
na linha O, é transmitida pela linha Dados para a parte direita, onde pode ser lida atra-
vés da entrada I,;. Se a linha DIR estiver a L, observa-se exactamente o contrario. Este
é, assim, o principio de uma linha bidireccional, que permite trocar, sobre as mesmas li-
nhas, informacéo nas duas direc¢des (uma de cada vez, claro). E evidente que se podem
ter varias linhas de dados que interliguem as duas entidades, sendo todas comanda-
das solidariamente pelo mesmo sinal de controlo DIR. Este tipo de aplicacdo é muito
importante, como se verd, na arquitectura de computadores.

Considere-se, agora, o segundo tipo de aplicagdo dos buffers de trés estados, a interliga-
¢do de um de varios sinais a uma dada linha. Observe-se o logigrama da Figura 3.14.

Considere-se a linha Sel ao nivel L. Nestas circunstancias, o buffer inferior é desactivado
e o superior estd activo, colocando o valor da linha /j na linha de saida O. Inversamente,
se Sel assumir o nivel H, serd o buffer inferior o que estd activo, e o superior, inibido,
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lo i/ @)

>

Ficura 3.14: Utilizacdo de buffers de trés estados para seleccdo de sinais.

tazendo O = I;. A estrutura apresentada permite, assim, seleccionar o valor presente
numa das linhas de entrada para colocar na saida. E facil generalizar esta configuracéo
para mais de duas linhas de entrada. Ir-se-4 encontrar esta funcionalidade, de novo, no
Capitulo 4, quando se analisarem os multiplexadores.

ELEMENTOS INCOMPLETOS

Um outro tipo de dispositivo, que é interessante considerar, é o conjunto de portas cuja
saida apenas consegue impor um dos estados 16gicos. Sdo portas com saidas do tipo
colector aberto (em inglés, open-colector), em tecnologia TTL, ou do tipo dreno aberto (em
inglés, open-drain), em tecnologia CMOS.

A primeira vista, este tipo de portas parece pouco util. No entanto, como se verd, per-
mite em certos casos especificos resolver problemas que, de outro modo teriam solugao
mais complexa. Para compreender a motivagdo para o desenvolvimento deste tipo de
portas é necessario compreender uma limitacdo tecnolédgica das portas cldssicas. De
facto, com portas cldssicas ndo é possivel interligar directamente saidas de portas, quer
se esteja a trabalhar em TTL, quer em CMOS.

Considere-se a situacdo ilustrada na Figura 3.15, em que duas portas NOT em tecnologia
CMOS tém as suas saidas directamente interligadas. Se as duas entradas Vg e Vi, es-
tiverem ao mesmo nivel, o funcionamento do circuito ndo levanta qualquer problema,
uma vez que as duas saidas também estdo ao mesmo nivel, e Vp apresenta o valor que
qualquer das duas saidas apresentaria independentemente. No entanto, se os valores
das entradas forem diferentes, ocorre na saida um problema para o qual o circuito das
portas ndo estd preparado. Nessas circunstancias, o que acontece é que uma das portas
«liga» o transistor de cima enquanto a outra «liga» o de baixo. Passa entdo a haver um
caminho directo entre a alimentacdo Vpp e a massa do circuito (Gnd) com uma resistén-
cia eléctrica muito baixa, provocando o aparecimento de uma corrente eléctrica muito
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Ficura 3.15: Circuito com duas portas NOT com saidas interligadas.

elevada que destrdi os circuitos. E verdade que o circuito ilustrado ndo parece, em si, a
primeira vista, particularmente interessante, ndo sendo sequer claro que fungao légica
se pretende implementar com ele.

Mas considere-se agora, de novo, a mesma estrutura, mas com portas que ndo tém o
transistor superior, como se ilustra na Figura 3.16. Na parte esquerda da figura é ilus-
trada uma porta NOT com dreno aberto (este nome advém do facto de o dreno do tran-
sistor inferior estar em aberto sem qualquer ligagdo). E ainda ilustrada uma resisténcia
que ndo faz parte da porta, sendo acrescentada exteriormente. Uma vez que o tnico
transistor em cada porta é o inferior, consegue-se impor um nivel Low na saida de cada
porta. No entanto, se ndo for utilizada a ligagdo a Vpp através da resisténcia e se a
porta pretender colocar a sua saida em High, ndo hd maneira de o fazer, uma vez que
nao existe ligacdo a tensdo positiva Vpp. Para conseguir ter a saida com o valor High,
utiliza-se entdo a resisténcia externa, que, quando o transistor inferior da porta ndo estd
a impor o nivel Low, permite que a saida da porta esteja ligada a tensdo positiva, assu-
mindo o nivel High.

Nestas condig¢des, a estrutura da parte direita da figura, que replica, para portas deste
tipo, o circuito da Figura 3.15, jd ndo apresenta qualquer problema para a funcionalidade
das portas, uma vez que nunca é possivel obter um caminho de baixa resisténcia entre
Vpp e Gnd. E agora possivel perceber a funcéo l6gica materializada pela ligagao directa
das saidas das portas. Sempre que uma das portas, por si, pretende colocar a sua saida
a Low, hd um transistor que interliga Vo e Low, colocando a saida ao nivel Low. S6 se
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Ficura 3.16: Porta NOT com saida de dreno aberto e interligacdo de duas portas desse
tipo.

nenhuma das portas pretender colocar a sua saida em Low é que a ligacdo através da
resisténcia impde o nivel High na saida Vp. E, assim, facil perceber que se est4 perante
um AND virtual, apesar de ndo existir qualquer porta. Este tipo de ligagdo é usualmente
designado em inglés por wired-and.

A ideia de que a utilizagdo de ligagcdes deste tipo permite utilizar menos portas, e que,
portanto, deve ser comum e recomendével, ndo corresponde a verdade. H4 vérias ra-
zdes que levam a isso. Uma delas é que é mais fécil utilizar circuitos com maior nivel de
integragdo que permitem a interligacdo interna de muito mais portas. Outra é que este
tipo de ligacdo é, comparativamente, lento.

No entanto hé circunstancias em que o uso de ligagdes de dreno aberto (ou de colector
aberto em TTL) é particularmente 1til. Um caso corrente é o de cada um dos circuitos se
encontrar em placas separadas, que podem ser inseridas, através de fichas, numa placa
global de interligacdo. Nessas circunstancias, basta colocar a resisténcia na placa de
interligacdo e ligar o nimero de placas de circuito necessario para uma dada aplicagéo,
garantindo o funcionamento, qualquer que seja a configuracdo. Mais adiante, na Sec-
¢do 3.5, outra aplicagdo serd apresentada.
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PORTAS DE PASSAGEM

Um tipo de dispositivo de grande utilidade na concepgdo de alguns circuitos é a cha-
mada porta de passagem. A porta de passagem é um circuito constituido por dois tran-
sistores complementares ligados, como se ilustra na Figura 3.17, que permitem, quando
ambos activados, a passagem de sinais em toda a gama de tensdo entre a massa e a ten-
sdo de alimentagdo, permitindo a passagem de sinais dentro ou fora dos niveis digitais
do CMOS. Quando os dois transistores estdo desactivados, a saida da porta estd isolada
da entrada e, portanto, desligada de toda a tensdo eléctrica. Adiante se podera verificar
a utilidade destes dispositivos.

o —[ | ol

Ficura 3.17: Circuito da porta de passagem.

A Figura 3.18 ilustra o simbolo pelo qual sdo habitualmente representados estes circui-
tos.

C

C

Ficura 3.18: Simbolo de uma porta de passagem.

As portas de passagem sdo muitas vezes utilizadas com a configuracdo de ligacoes ilus-
trada na Figura 3.19(a). Aquela configuracdo é habitualmente representada pelo sim-
bolo da Figura 3.19(b).

A funcionalidade deste tipo de dispositivo e do buffer de trés estados é, em muitos ca-
sos, compativel. De facto, se na saida de uma porta légica for incluida uma porta de
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A —1 —— B A B

(a) (b)

Ficura 3.19: (a) Configuracdo tipica de aplicacdo de uma porta de passagem. (b)
Simbolo habitual da configuracdo anterior.

passagem, o comportamento global obtido é semelhante ao da inclusdo de um buffer de
trés estados. Os dois dispositivos, tém, porém, caracteristicas diferentes que, sem apro-
fundar o seu comportamento fisico (o que estd fora do ambito deste livro), ndo sdo de
facil compreensdo. Por outro lado, uma porta de passagem é bidireccional, o que ndo
acontece no buffer de trés estados. Ha ainda que recordar que a porta de passagem ndo
¢ um dispositivo puramente digital, possibilitando a passagem de sinais anal6gicos.

3.2 REALIZACAO DEFUNCOESLOGICAS USANDO PORTAS
BASICAS

As fungdes 16gicas NOT, OR, NOR, etc., estudadas no Capitulo 2, podem, naturalmente,
ser implementadas, utilizando portas légicas do tipo das que tém vindo a ser apresenta-
das. Ha algumas convengdes, porém, que terdo de ser explicitadas, para que isso possa
ser feito de forma ndo ambigua.

3.2.1 Lo6gicA PosSiTIVA E NEGATIVA

Como se viu na Secg¢do 3.1.3, uma porta tem um funcionamento bindrio, assumindo um
de dois leques de nivel de tensdo eléctrica, quer nas suas entradas, quer na sua saida.
Um NOT, por exemplo, produz na sua saida um valor H, sempre que a sua entrada esta
a L. A utilizagdo de circuitos deste tipo para dar suporte a func¢des légicas resulta do
facto de que, em ambos os contextos, circuitos e fung¢des 16gicas, se estd a trabalhar com
conjuntos de dois elementos. E natural, como também j4 se referiu, associar o nivel alto
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H num terminal de um circuito ao valor légico 1, e o nivel baixo L, ao valor 16gico 0.
Essa correspondéncia estd ilustrada na Tabela 3.3.

TABELA 3.3: Logica positiva.

Valor légico | Nivel de tensdo
0 L
1 H

Esta convencdo é denominada [6gica positiva e é muito utilizada, talvez por ser muito in-
tuitiva. Analise-se um pouco mais a fundo este conceito. Uma porta AND de um circuito
74LS08, por exemplo, tem o funcionamento, especificado pelos fabricantes, descrito na
Tabela 3.4, em que A e B sdo as entradas, e Z a saida. Repare-se que os fabricantes es-
pecificam o funcionamento da porta em niveis de tensdo, uma vez que é o que podem,
de facto, garantir.

TaBELA 3.4: Tabela de uma porta do circuito 74LS08.

A B | Z
L L | L
L H | L
H L | L
H H|H

Aplicando a correspondéncia da Tabela 3.3, obtém-se a classica tabela da funcado légica
AND, como se pode observar na Tabela 3.5.

TaBeLA 3.5: Tabela de uma porta do circuito 74LS08 interpretada em l6gica positiva.

A B | Z

0
0
1
1

o O O

0
1
0
1

Como ¢ evidente, a légica positiva ndo é a tinica convengao possivel. A alternativa é a
l6gica negativa descrita na Tabela 3.6.
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TaBELA 3.6: Logica negativa.

Valor 16gico | Nivel de tensdo
0 H
1 L

Repare-se que, utilizando a 16gica negativa, a interpretacdo do funcionamento do 74L.S08
é diferente. Interpretando a Tabela 3.4, que descreve o funcionamento eléctrico do
74L.S08, a luz da convencdo da l6gica negativa, obtém-se a Tabela 3.7.

TaBeLa 3.7: Tabela de uma porta do circuito 74LS08 interpretada em l6gica negativa.

A B | Z
1 1|1
1 01
0 1|1
0O 01O

Esta tabela corresponde, como se pode observar, a fungdo OR. Isso quer dizer que, em
16gica negativa, as portas incluidas no 741508 sdo interpretadas como circuitos OR. E
6bvio que o circuito electrénico funciona sempre da mesma maneira. A interpretagdo
que se faz do seu funcionamento é que é diferente.

E, por tudo isto, natural que a designagdo dada pelos fabricantes as portas incluidas no
74L.S08 seja Positive AND Gate, numa alusdo a que a interpretagdo do circuito como um
AND esté associada ao pressuposto de se estar a usar l6gica positiva.

A légica negativa é muito menos usada que a légica positiva. Actualmente, porém,
reconhece-se que nenhuma das duas convengoes é a ideal. Para mostrar porqué, consi-
dere-se um exemplo.

Admita-se que se pretende construir um alarme para um automoével que assinale, accio-
nando um besouro, que o carro circula com uma porta aberta ou que estd estacionado
com as luzes acesas. A obtencdo de uma funcdo légica que dé suporte ao comporta-
mento pretendido é facil.

Se o carro tiver quatro portas, o estado de cada porta pode ser representado por uma
variavel Pi de um conjunto que vai de P1 a P4. Cada uma destas varidveis estara a
1 quando a respectiva porta estiver aberta. E facil, agora, verificar que a Expressdo 3.5
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corresponde a uma func¢do que indica, quando a 1, se existe pelo menos uma porta
aberta.
P =Pl+ P2+ P3+ P4 (3.5)

Do mesmo modo, pode ser definida a varidvel L, que assume o valor 1, quando as luzes
estdo acesas, e a varidvel C, uma varidvel que estd a 1 quando a chave de ignicdo esta
ligada. E facil de ver que o alarme pretendido pode ser descrito pela fungdo A com a
Expressao 3.6.

A=C P+C L (3.6)

Substituindo P pela expressdo em termos das varidveis Pi, obtém-se a Expressdo 3.7.

A=C (P1+P2+P3+P4)+C L (3.7)
A fungdo A é representdvel pelo logigrama da Figura 3.20.

P1

P2 P
P3—

P4

C A

{0

] |

Ficura 3.20: Logigrama da fungdo A.

E facil reconhecer neste logigrama a fungao atras referida, e a 16gica do problema estéa
perfeitamente visivel. Estd a partir-se do principio que estdo acessiveis as varidveis
Pl a P4, C' e L, bem como uma entrada A na sirene de alarme. Se todas as varidveis
estiverem implementadas usando légica positiva, o logigrama pode corresponder mais
ou menos directamente a um circuito que implemente o sistema de alarme. Para as
varidveis estarem implementadas em légica positiva, porém, isso significa que temos
de ter sinais que materializam as varidveis que estdo a H quando as variaveis estdo a
1, ea L, quando estdo a 0. Acontece, porém, que nem sempre isso é possivel e que é
frequente que certas varidveis estejam representadas em légica negativa. A titulo de
exemplo, considere-se que, quando uma porta do carro estd aberta, o fio que dé suporte
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fisico a respectiva varidvel Pi assume o nivel L por razdes que tém a ver com o circuito
eléctrico do carro. Do mesmo modo, considere-se que o mesmo acontece com a varidvel
C. Se se analisar a situagdo em termos de l6gica positiva, isso significa que aquilo a
que se tem acesso é, na realidade, a essas varidveis negadas. O logigrama terd de ser
adaptado em conformidade, passando a situagdo ilustrada na Figura 3.21.

:
Yﬂ\{

-

Ficura 3.21: Logigrama adaptado da funcdo A, utilizando légica positiva.

No entanto, este logigrama é demasiado complexo e é possivel alterd-lo para ficar mais
simples e para usar menos circuitos integrados diferentes.

— O OR com as negagdes pode ser reconvertido num NAND de quatro entradas por
aplicacdo de uma das leis de Morgan.

— A estrutura AND-OR do final pode ser substituida por uma estrutura NAND-NAND
de novo por aplicacdo das leis de Morgan.

— Como, ap6s as alteragdes anteriores, o circuito usa apenas trés portas NAND de um
integrado que tem quatro, o NOT pode ser substituido por esse quarto NAND, pres-
cindindo-se, assim, de um integrado com portas NOT.

A Figura 3.22 mostra o logigrama ja simplificado, com a indicacdo dos integrados en-
volvidos e dos terminais ligados, sendo, portanto, j& um esquema eléctrico. Este circuito
é, evidentemente, muito mais simples que o anterior, uma vez que usa apenas dois cir-
cuitos integrados diferentes em vez de quatro, como o anterior. O tnico problema é
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Ficura 3.22: Esquema eléctrico do circuito que implementa a fungao A.

que, observando este circuito, ndo é de modo algum evidente a légica inicial do pro-
blema. Nao s6 as diversas fun¢des foram alteradas, como também algumas varidveis
de entrada aparecem negadas, o que para um observador desprevenido ndo tem causas
evidentes. O problema resulta de, para o circuito se adaptar as condi¢des exteriores, por
um lado, e para o simplificar, por outro, se ter alterado o tipo de fungdes (e, portanto,
de integrados) usadas. Essa alteracdo é conveniente para simplificar o circuito, mas tem
as consequéncias negativas apontadas.

3.2.2 LocicA DE POLARIDADE

Na secgdo anterior ficou claro que é possivel simplificar os circuitos digitais usados
para implementar fung¢des logicas, a custa de tornar menos 6bvia para o observador a
16gica do problema. E, no entanto, possivel, manipulando a forma de representacgio do
circuito no esquema, representar este, de modo a ndo perder informacdo em relacdo ao
logigrama inicial. Com essa finalidade criou-se a ldgica de polaridade, forma alternativa
as logicas positiva e negativa. Em l6gica de polaridade procura-se optar em cada ponto
do circuito pelo tipo de 16gica que melhor contribua para clarificar o seu funcionamento.
Claro que isso obriga a que, em cada ponto do circuito, se indique o tipo de convengao
utilizado.

Voltando ao exemplo que tem vindo a ser estudado, recorde-se que as varidveis C' e
P1 a P4 estavam activas, isto é, em termos de dlgebra de Boole, assumiam o valor 1,
quando o sinal eléctrico que lhes d4 suporte esta no nivel L. Assume-se essa circuns-
tancia, indicando-a explicitamente na designacdo dos respectivos sinais eléctricos. Por
exemplo, P1_L indica que a varidvel P1 é representada por um sinal P1_L, que estard
a L, sempre que a varidvel P1 estd activa (isto é, assume o valor 1) e, claro, o sinal estard
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a H, sempre que P1 estivar inactiva (assumindo o valor 0). Repare-se que a designagdo
de um sinal assume agora um contetido seméantico interessante. Para além da designa-
¢do do sinal e, implicitamente, da varidvel a que ele da suporte fisico, o nome do sinal
indica o tipo de relacdo entre o sinal e a varidvel. De acordo com esta metodologia, as
quatro varidveis que indicam o estado das portas e da chave de ignigdo serdo represen-
tadas pelos sinais P1_L, P2_L, P3_L, P4_L e C_L. Repare-se que, ao contrario do que
aconteceu quando o problema se abordou no contexto da légica positiva, ndo ha aqui
o conceito de negacdo da varidvel mas apenas uma correspondéncia entre o comporta-
mento da varidvel e o do sinal eléctrico.

Claro que, agora, é necessario indicar o que se passa com as restantes varidveis, isto é,
qual é a representagao dos sinais eléctricos de suporte as varidveis L, P e A. Como estas
varidveis estdo suportadas em sinais que estdo ao nivel H quando elas estdo activas,
isto é, com o valor légico 1, os sinais correspondentes as varidveis L, P e A devem ser
representados respectivamente por L_H, P_He A_H.

De algum modo, pode assumir-se que, por exemplo, no caso de P1_L se representa a
varidvel P1 em l6gica negativa, enquanto que, para o caso de A_H, se pode assumir que
a variavel A esta representada em logica positiva. Mas a metodologia da légica de po-
laridade € mais rica em significado semantico do que uma simples indicacao deste tipo,
sendo a relagdo entre o sinal e as portas a que estd ligado importante para a definigdo
desse significado, como se verd adiante.

Considere-se agora o circuito OR de quatro entradas no logigrama inicial. Se as varidveis
de entrada sdo suportadas em sinais com as caracteristicas descritas, entdo isso tem de
ser assumido pela entrada do OR. A forma como tal se indica é através de um simbolo

P1 L

P2 L
P3_L

P4 |

P_H

Ficura 3.23: Porta OR do logigrama da fungdo A representado em l6gica de polari-
dade.

de inversdo de polaridade, nessas entradas, como se pode ver na Figura 3.23. O sim-
bolo indicador de inversdo de polaridade é o circulo que indica também a negagado nas
portas até agora utilizadas. Este duplo significado sera tratado adiante mais pormeno-
rizadamente. Um simbolo de inversdo de polaridade alternativo usado com frequéncia
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é um tridngulo como se mostra na Figura 3.24. Neste livro, usar-se-4 apenas o primeiro
simbolo.

P1_L

P2 L
P3 L P

P4 L

Ficura 3.24: Porta OR do logigrama da fungdo A representado em légica de polari-
dade com o simbolo de inversao de polaridade alternativo.

Repare-se que a relagdo que existia entre as varidveis Pi e a fun¢do OR no logigrama
da Figura 3.20 se mantém aqui. De facto, uma vez que, em ambos os casos, a um valor
activo das varidveis e das entradas da porta corresponde um nivel L do sinal, a porta
«vé» directamente o valor das varidveis a sua entrada. Do mesmo modo se procede
em relacdo a varidvel C, assinalando com indicadores de inversdo de polaridade as en-
tradas que lhe estdo ligadas. O logigrama global assim alterado estad representado na
Figura 3.25. Repare-se que, neste logigrama, se mantém explicita a l6gica inicial do
problema, ndo tendo sido alterados os simbolos de base das portas l6gicas utilizadas,
existindo ja, porém, a informacdo acerca do nivel em que as entradas sdo activas. A di-
ferenca fundamental em relacdo ao método anteriormente exposto é o de ndo confundir
inversdes de polaridade de sinais resultantes de condicionantes fisicas com negagdes
logicas.

P1 L
P2 L
P3 L PH
P4 L
—q

C_L ' A H

L H ’7

Ficura 3.25: Evolugdo do logigrama que representa a funcao A.

A passagem a esquema eléctrico implica identificar os integrados que possam dar su-
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porte as fungdes do logigrama. No caso da fun¢do OR de quatro entradas, por exemplo,
parte-se da tabela de verdade do OR, fazendo corresponder as entradas e a saida aos
niveis eléctricos correctos, de acordo com a respectiva convengdo. Esse procedimento
estd ilustrado na Tabela 3.8.

TaBeLA 3.8: Tabela de conversdo para logica de polaridade do OR do circuito.

P11 P2 P3 PA|P|(|PlLL P2L P3L PAL|PH
0 0 0 0 0 H H H H L
0 0 0 1 1 H H H L H
0 0 1 0 1 H H L H H
0 0 1 1 1 H H L L H
0 1 0 0 1 H L H H H
0 1 0 1 1 H L H L H
0 1 1 0 1 H L L H H
0 1 1 1 1 H L L L H
1 0 0 0 1 L H H H H
1 0 0 1 1 L H H L H
1 0 1 0 1 L H L H H
1 0 1 1 1 L H L L H
1 1 0 0 1 L L H H H
1 1 0 1 1 L L H L H
1 1 1 0 1 L L L H H
1 1 1 1 1 L L L L H

Mas esta é a tabela do circuito 74LS20, j4 utilizado atras. Trata-se daquilo que, em légica
positiva, seria um NAND. Aqui, numa situagdo correspondente & aplicagdo da metodo-
logia associada a l6gica de polaridade, este mesmo circuito é interpretado como um OR
com entradas activas a L. Nao se altera o simbolo no esquema para mostrar que a fun-
¢do desempenhada é, de facto, um OR. E, como pode ser entendido do esquema, mais
do que isso, um OR directo das varidveis P1, P2, P3 e P4.

A negacao presente no logigrama da Figura 3.25 entre o sinal C_L e o AND inferior &,
agora, uma negag¢do com uma entrada activa a L. Repare-se que o que estava inicial-
mente a entrada do AND era C. Nio havendo alteracdo na entrada do AND, o sinal que
deveria 14 estar seria C_H. Mas repare-se que o sinal C_H é o mesmo que C_L, que é 0
sinal que esta presente. A Tabela 3.9 mostra isso.

Por outro lado, pode mostrar-se igualmente que a negacdo com entrada activa a L pre-
sente no logigrama é um operador identidade. Chamando X_H ao sinal a saida da
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TaBeLA 3.9: Tabela mostrando que C _H=C_L.

C|C|C.L|CH
01| H H
110} L L

porta, pode ser feita a Tabela 3.10. E facil ver na tabela que o que se pretende é um
circuito que faga corresponder um L a um L e um H a um H. Sublinhe-se, de novo, que
C_H = C_L. A maneira mais 6bvia de fazer isso ¢ com uma ligacdo directa. O esquema
evolui, portanto, para o ilustrado na Figura 3.26.

TABELA 3.10: Efeito da negacdo com entrada activa a L.

C_L | Entrada da porta | Saida da porta | X_H
L 1 0 L
H 0 1 H

A escolha dos restantes circuitos poderia ser feita de maneira mais ou menos directa.
O OR final seria implementado por uma das portas incluidas num circuito de portas
OR de duas entradas, tal como o AND inferior poderia ser implementado usando um
circuito de portas AND de duas entradas. O caso do AND superior seria mais complexo,
uma vez que se trataria de um AND com uma entrada activa a H e a outra activaa L, o
que ndo existe nas séries 74nn. Mas ja se viu que é possivel diminuir esta diversidade,
implementando toda esta zona com portas de apenas um integrado. No entanto, tal
como anteriormente, vai manter-se a simbologia existente. Para tratar esta situagao
comega-se por acrescentar um inversor na linha que liga a entrada C'_L a entrada do
AND. Seguidamente transformam-se os sinais que ligam a saida das portas AND as
entradas do OR em sinais activos a L. O inversor serd implementado com uma porta
que sobra do circuito que vai implementar os ANDs e o0 OR. Obtém-se, assim, 0 esquema
da Figura 3.26.

Em termos finais, sublinhe-se que se chegou, naturalmente, ao mesmo circuito fisico
que se tinha obtido anteriormente, mas com um esquema muito melhor documentado
em que toda a légica inicial do problema estéd explicitamente representada, uma vez que
os simbolos das diversas fun¢des nédo se alteraram pela passagem a portas pertencentes
a circuitos integrados reais. A tnica aparente excep¢do é a da falta de negacdo entre a
entrada C' e 0 AND inferior e 0 aparecimento de um inversor entre a mesma entrada e
0 AND superior. Mas essa excepgao é s6 aparente. Repare-se que, por exemplo, quando
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13 11
10
IC1
o P
IC1 - 74HCO0

IC1 IC2 - 74HC20

L H

Ficura 3.26: Esquema eléctrico do circuito que implementa a funcao A.

a varidvel C' esta activa, o sinal que a liga ao terminal 10 do integrado IC1 estd a L.
Mas nessa entrada do integrado L é interpretado como uma entrada inactiva, isto é, a
negacdo da varidvel C. De facto, a varidvel C esta representada em légica negativa,
enquanto que a entrada da porta estd representada em légica positiva, o que implica a
existéncia de uma inversdo légica entre a varidvel e a entrada da porta. A negacgao estd,
portanto, 14. De igual modo, quando C' esta activo, as entradas 1 e 2 do integrado I1C1
estdo a L. Essa porta ird apresentar um H na sua saida, que serd interpretado como uma
entrada activa no terminal 5. Entdo ndo ha negacao entre C e a entrada dessa porta AND.
Repare-se, assim, que a porta com entradas 1 e 2 e saida em 3 deve ser interpretada, ndo
como uma negacdo, mas sim como um inversor do nivel de actividade do sinal. A sua
saida devera chamar-se, assim, C_H, aparecendo a varidvel C suportada por um sinal
activo a H numa entrada que é também activa a H.

Esta metodologia, que pode parecer um pouco confusa inicialmente, possibilita o de-
senho de esquemas muito mais claros, uma vez que incluem toda a informacao eléctrica
real, mas mantém a informacéo légica de base. Por outro lado, é eliminada toda a am-
biguidade acerca da relagdo entre o estado 16gico das varidveis e das entradas e saidas
das diversas portas.

Para tornar o esquema mais legivel hé algo mais que pode ser feito. As varidveis utili-
zadas ndo tém um significado particularmente claro. Pi, P, C, L e A sdo designagdes
demasiado abstractas. Nada impede que os nomes das varidveis explicitem melhor o
seu significado. Por exemplo, em vez de L pode ser usada a designagdo Luz_Acesa, o
que tira toda a ambiguidade de interpretacdo. Se se proceder desse modo, pode atingir-
-se, por exemplo, o esquema da Figura 3.27.
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Portal_Aberta L

Porta2_Aberta L
Porta3 Aberta L

6 Porta_Aberta H

4
Porta4 Aberta L 5 D@L

;
Chave_Ligada_L 7E 3 IC1
Chave_Ligada H | 13 11
IC1 0 12€§::>§Méﬁﬁe_Acnvo_H
e

IC1 - 74HC00
IC1 IC2 - 74HC20

Luz_Acesa H

Ficura 3.27: Esquema eléctrico final do circuito que implementa a fungéo A.
3.3 DETECCAO DE FALHAS

Um circuito digital, tal como qualquer outro, pode exibir um funcionamento diferente
do especificado, isto é, pode ter um funcionamento que ndo corresponde ao pretendido.
Isso pode ocorrer por vérias causas.

— A especificagdo do circuito pode ndo corresponder ao que é pretendido. Esta situacdo
é frequente e resulta da ambiguidade da linguagem corrente usada para descrever o
comportamento pretendido de um sistema. Quando se passa da descricdo de um
sistema para a sua especificacdo formal, as ambiguidades sdo forcosamente resolvi-
das e, por vezes, ndo da maneira desejada por quem necessita do sistema. E, por
isso, muito importante, nesta fase, que todos os envolvidos na concepcdo e projecto,
bem como a entidade a quem o projecto se destina, verifiquem exaustivamente se o
sistema especificado tem a funcionalidade pretendida.

— O projecto do circuito pode ndo corresponder a especificagdo. Esta situagdo estd na-
turalmente associada a erros de projecto ou a decisdes de compromisso relacionadas
com o custo associado a cumprir integralmente a especificagdo. Esta segunda hip6-
tese corresponde, na pratica, a uma revisdo da especifica¢do inicial conduzida por
motivos de ordem econdmica ou de praticabilidade. No caso de erro de projecto,
havera que identifica-lo e corrigi-lo.

— A implementac¢do pode ndo corresponder ao projecto. Neste caso, verifica-se que
houve troca nos componentes utilizados ou erro na execucdo das ligagdes entre eles.
A solugdo é, como é 6bvio, identificar a fonte do problema e elimina-la.
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— Finalmente, pode ocorrer um mau funcionamento num circuito bem especificado,
projectado e construido, por falha de um componente ou da sua interligagdo ocorrida
j& em funcionamento. Pode verificar-se uma falha de um ou mais componentes por
funcionamento fora das especifica¢des, por excesso de tempo de vida ou por deficien-
te concepcdo ou fabrico. Essa falha provoca um erro no comportamento do sistema.
Esse erro manifesta-se numa avaria, isto €, na ocorréncia de um ndo cumprimento das
especificagdes do sistema. A avaria verifica-se. Essa verificagdo leva a que se procure
e detecte o erro. Encontrado o erro, localiza-se a falha e corrige-se.

A avaria é, portanto, verificada ao nivel do sistema e corresponde a sua incapacidade
de desempenhar a sua fungdo, de acordo com o especificado, por existéncia de erros nos
seus elementos ou no seu ambiente (incluindo os sistemas com que faz interface).

As falhas podem ter, portanto, vérias origens:

— Erros de projecto, erros na especificagdo ou na implementacao.
— Erros devidos a problemas de fabrico dos elementos.
— Deterioragdo dos elementos, quer por danificagdo, quer por fadiga.

— Perturbagdes de causa externa, como condi¢des ambientais agressivas, interferéncia
electromagnética, radia¢Oes ionizantes, valores de tensdo ou corrente eléctrica inade-
quados nas entradas, ou utiliza¢do errada.

Os erros no comportamento do elemento (o que se observa) sdo causados por falhas que
se manifestam. No entanto, hd falhas que ndo provocam erros, seja porque ndo alteram
as caracteristicas pertinentes do elemento, seja por ndo colocarem as suas especificagdes
fora dos limites aceitdveis. Uma falha é classificada de latente, se ainda ndo provocou
um erro e, por conseguinte, uma avaria.

As falhas podem, quanto a sua ocorréncia, ser classificadas em trés classes:

— Falhas transientes: ocorrem, em geral, por influéncia externa e ocorrem uma vez sem
se repetir. Sao muito dificeis de tratar, uma vez que ndo persistem, em geral, o tempo
suficiente para serem estudadas.

— Falhas intermitentes: o sistema oscila entre o funcionamento correcto e avariado sem
controlo do utilizador. Este tipo de falhas resulta do funcionamento de um elemento
ou de uma ligagdo de maneira marginal ou instdvel. Trata-se de um tipo de falhas
dificil de detectar, uma vez que nem sempre se encontra presente.

— Falhas permanentes: a falha mantém-se ao longo do tempo e é, portanto, possivel ela-
borar e aplicar estratégias para a sua deteccao.
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3.3.1 Tirpos DE FALHAS EM CIrRcUITOS DIGITAIS

H4 vaérios tipos de falhas em circuitos digitais que devem ser conhecidas para possibili-
tar a elaboracgdo de estratégias para a sua deteccdo.

O primeiro tipo de falhas é constituido pelas falhas tecnoldgicas nos integrados, também
referidas, por vezes, como falhas analégicas. Podem provocar o funcionamento incorrecto
do circuito, do ponto de vista de tensdes, poténcias de saida e/ou tempos de comutacéo,
ainda que o circuito permanega funcionalmente correcto no sentido estrito. Algumas
falhas externas (radiacdo, campos electromagnéticos fora das especificagdes) podem ter
efeitos semelhantes.

Manifestagdes deste tipo de falhas podem ser, por exemplo:

— a incapacidade de uma saida de, num dos niveis, atacar convenientemente as entra-
das a que esta ligada;

— a ocorréncia de atrasos demasiado elevados com consequéncias sobre o comporta-
mento funcional do médulo onde o circuito esta inserido;

— a ocorréncia de niveis de tensdo ilegais na saida ou a incorrecta interpretagdo nas
entradas de niveis dentro dos limites;

— a ocorréncia de excesso de consumo nos integrados, com aquecimento excessivo des-
tes, e eventual deterioracdo global dos niveis de tensdo de alimentacao.

Este tipo de falhas pode ser dificil de detectar em alguns casos ou de classificar como
falhas anal6gicas noutros.

Um segundo tipo de falhas corresponde as falhas I6gicas dentro do integrado, isto é, a
que as portas do integrado ndo cumpram a sua tabela de verdade. Ao nivel em que o
circuito é ja interpretado como um dispositivo 16gico, as falhas reflectem-se num mau
comportamento funcional. Estas falhas podem ser caracterizadas segundo vérios mo-
delos de falhas, que resumem, em comportamentos verificaveis semelhantes, falhas que
podem ser, na sua esséncia, diferentes. Num circuito electrénico, um né é um ponto de
interligacdo entre varios componentes.

— NO preso a um valor (em inglés, designado por stuck at): neste caso, tudo se passa
como se um ponto do circuito (ndo necessariamente de acesso exterior) estivesse blo-
queado a H ou L.
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— Ligagdo entre dois sinais (em inglés, designada por bridging): neste caso, tudo se
passa como se dois sinais estivessem em curto-circuito ou, em casos menos definidos,
como se um influenciasse indevidamente outro.

— N6 flutuante ou desligado: Neste caso, tudo se passa como se um determinado ponto
de um circuito estivesse desligado do sinal que o deveria activar. Pode ser lida uma
tensdo, no leque intermédio de tensdes entre o L e o H, mas a tensdo nao esta fixa e
pode variar por influéncia exterior.

H4, por fim, que considerar as falhas l6gicas externas ao integrado, isto é, que sdo cau-
sadas pelas interligacdes entre integrados. Causas tipicas das falhas légicas exteriores
ao integrado sdo as seguintes:

— Curto-circuito entre sinais. Este tipo de falhas é, no contexto de falha externa, seme-
lhante aos dois primeiros tipos de falhas légicas internas ao integrado. Podem ter
vdrias causas, como por exemplo:

— por excesso de solda, que faz pontes entre terminais de um integrado;

— por um residuo condutor ficar preso entre dois condutores;

— por dois terminais de componentes terem sido dobrados e entrado em contacto;
— por defeito ou degradacédo do circuito impresso (por aquecimento, por exemplo).
Os curto-circuitos entre sinais podem verificar-se entre sinais 16gicos ou entre um
sinal 16gico e a alimentacdo ou a massa. No caso de montagens experimentais em

réguas de terminais (em inglés, breadboards), as falhas deste tipo resultam de erros de
ligacdo dos fios.

— Falta de ligagdo num né, o que corresponde ao terceiro tipo de falha interna em cir-
cuitos integrados. As causas tipicas sdo:
— por quebra de tragos (as interliga¢des) no circuito impresso;
— por soldaduras mal feitas, ou com oxidagdo interna;
— por quebra de terminais.
A falta de ligagdo pode ocorrer num né de sinal com auséncia de sinal em algu-
mas entradas de circuitos ou com a alimentac¢do, caso em que os circuitos ndo sdo

alimentados. Mais uma vez, este tipo de falhas pode manifestar-se em montagens
laboratoriais por erros (ou auséncia) de colocacdo de fios.
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3.3.2 PonNTA DE Prova LoOGIica

Existem varios instrumentos de laboratdrio tteis para a localizagdo de falhas em circui-
tos. Os mais comuns sdo: a ponta de prova l6gica (em inglés, logic probe), que permite
observar o nivel presente num determinado né de um circuito; o pulsador 16gico (em in-
glés, logic pulser), que permite impor instantaneamente um nivel determinado num né
de um circuito; o osciloscdpio, que permite observar a forma do sinal eléctrico ao longo
do tempo em um ou mais nds do circuito (tipicamente quatro a oito, no méximo); e o
analisador l6gico (em inglés, logic state analyzer ou data analyzer), que permite, ja a um
nivel de abstracgdo l6gico, observar a evolugdo de um conjunto de nés do circuito ao
longo do tempo (tipicamente 32 a 64 no maximo). Ao nivel a que este livro se coloca,
ir-se-a privilegiar a ponta de prova logica.

O éxito da localizacdo de falhas num circuito digital simples depende mais dos proce-
dimentos a realizar e da experiéncia de quem realiza o trabalho do que da sofisticagdo
e complexidade do equipamento. A ponta de prova légica é um pequeno (e barato)
instrumento de desempanagem de circuitos digitais que, para circuitos de baixa com-
plexidade, é um auxiliar precioso. Consiste num pequeno dispositivo que pode ser fa-
cilmente suportado na méo com uma pequena ponta metélica e alguns diodos emissores
de luz, tipicamente designados por LED (do inglés, Ligth Emitting Diode) de sinalizag&o.
A Figura 3.28 ilustra um possivel formato. A alimentagdo é garantida pela mesma fonte
que alimenta o circuito em teste.

Vce

O

o

O T
O 4 L.

TTL
CMOS

Pulse

Mem

Gnd

Ficura 3.28: Possivel formato para uma ponta de prova légica.

Os LED que equipam a ponta permitem conhecer o estado légico de um terminal onde
a ponta seja encostada.

Uma ponta de prova tem habitualmente dois comandos, através de interruptores, e trés

LED.

— LED H: Este LED, tipicamente vermelho, ilumina-se apenas quando a ponta esta
encostada a um terminal com nivel valido H para a familia 16gica seleccionada.

— LED L: Este LED, tipicamente verde, ilumina-se apenas quando a ponta estd encos-

tada a um terminal com nivel vélido L para a familia 16gica seleccionada.
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— LED Pulse: LED, tipicamente amarelo, destinado a assinalar a existéncia de transigdes
num terminal a que a ponta de prova esteja encostada.

— Seleccdo TTL/CMOS: Este interruptor permite seleccionar qual das familias 16gicas
estd em observagao. E importante esta indicagao para que a ponta possa seleccionar
quais os niveis de tensdo limite do H e do L que deve adoptar.

— Selec¢do memoéria/impulso: Um impulso muito curto pode nédo ser visto nos LED
por ser demasiado reduzido para ser detectado pelo olho durante o tempo em que
estdo acesos, ou por ser demasiado curto para provocar reac¢do do proprio LED.
Para evidenciar esses impulsos, a ponta detecta flancos de transi¢do de sinais entre
os valores H e L e vice-versa. A forma de indicar isso depende da posicdo deste
selector.

— Impulso: Um impulso de duragao visivel € mostrado no LED auxiliar.

— Memoria: A transicdo é memorizada, ficando o LED aceso até o selector deixar de
estar na posi¢do Memoria.

Em qualquer dos casos, ndo ha indicacdo do sentido da transicao.

Se nenhum dos LED se iluminar, isso significa uma de duas coisas: ou se estd perante
um nivel eléctrico que ndo corresponde a qualquer nivel 16gico (zona intermédia), ou
ndo existe tensdo aplicada ao contacto, por a ponta estar no ar sem contacto com ne-
nhum sinal ou por estar a detectar um sinal de alta impedancia (ver Secg¢do 3.1.6).

3.3.3 ESTRATEGIAS PARA DETECGAO DE FALHAS

A deteccdo de falhas em circuitos digitais € um processo complexo que exige uma
grande capacidade de organizacdo e, em geral, um conhecimento razodvel do circuito
e da sua funcionalidade. Quando surge uma avaria, a primeira coisa a fazer é definir
claramente qual é a avaria e, tanto quanto possivel, em que situagdes surge. A colo-
cacdo dos controlos, os valores, ou sequéncias, nas entradas e o comportamento que
é qualificado de defeituoso devem ser especificados com a maior clareza possivel. E
fundamental estar na posse do esquema do circuito e conhecer o material de teste e o
seu funcionamento. Uma observacdo visual, por vezes, ajuda. Um componente quei-
mado ou um suporte de integrados na placa de circuito impresso (que devia ter um
componente) vazio, por exemplo, podem ser uma boa pista.

Para circuitos de grande complexidade existem técnicas especificas, e, inclusivamente,
os circuitos podem ser ja projectados de modo a detectarem eles proprios uma falha
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ou a auxiliarem na sua deteccdo. Em circuitos simples, como os que vao ser natural-
mente utilizados num laboratoério ao nivel deste livro, a detecgdo é feita manualmente,
utilizando instrumentos simples, como uma ponta de prova légica.

Considere-se um sistema digital qualquer. Num circuito digital, um né serd, por exem-
plo, aligacdo entre a saida de uma porta e as entradas de portas a ela ligadas. Um n6 tem
uma certa extensdo fisica, uma vez que é materializado por liga¢des entre componentes.
Em toda a sua extensao fisica o n6 assume o mesmo nivel de tensdo e, implicitamente,
l6gico.

Verificada uma avaria, o caminho necessdrio para a corrigir passa obrigatoriamente por
encontrar o n6 que é fonte da falha. Esse é 0 n6 realmente em falha e que provoca erros
provavelmente em varios outros nés.

O teste para detec¢do de uma falha num circuito pode iniciar-se quer nas entradas, quer
nas saidas, quer no miolo do circuito. Tudo depende da experiéncia de quem estd a
operar o circuito. Para circuitos com alguma complexidade, porém, o mais aconselhavel
é iniciar a busca pelas saidas recuando sucessivamente em direc¢do as entradas até a
deteccdo da falha. H4 duas razdes para isso: por um lado, as saidas sdo o local em
que o erro habitualmente se manifesta e, por outro, os circuitos digitais tém, muitas
vezes, mais entradas que saidas. Comecando pelas saidas e detectando quais os nos
responsaveis por uma saida errada, elimina-se a necessidade de pesquisar numa é4rea
grande do circuito.

Na continuagéo, serdo apresentadas algumas estratégias para deteccdo de falhas. Como
é evidente, trata-se de uma pequena introdugdo a um tema de grande complexidade,
que é aqui grandemente simplificado e colocado a um nivel instrumentalmente ttil para
os leitores deste livro. De igual modo, restringe-se, aqui, o assunto a detec¢do de falhas
em circuitos combinatérios.

A procura de falhas inicia-se pela verificagdo das alimenta¢des. Um circuito, para fun-
cionar correctamente, tem de ter o valor da tensdo de alimentacdo dentro dos valores
especificados. Mas a verificagdo da alimenta¢do tem mais finalidades, nomeadamente
detectar possiveis curto-circuitos e/ou circuitos abertos. E, assim, natural iniciar a pro-
cura de possiveis falhas verificando se o valor da tensdo de alimentacado esta dentro dos
valores especificados. Se a tensdo estiver abaixo do valor especificado (nomeadamente
se for de 0V), e assumindo que a fonte de alimentacdo estd activa e ligada ao circuito,
devera existir um curto-circuito neste, ou a liga¢do a fonte de alimentagdo esta cortada.
Assumindo que a tensdo de alimentagdo é correcta, é necessdrio verificar, nos terminais
de alimentagdo e massa dos integrados, se cada um deles esta devidamente alimentado,
uma vez que pode haver uma quebra na ligagdo de alimentagdo apenas a algum ou
alguns integrados.
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A localizacdo da falha propriamente dita exige uma boa disciplina de trabalho. Como
se referiu atrds, serd apenas analisado o caso dos circuitos combinatoérios.

Neste tipo de andlise, a técnica é a seguinte:

1. Encontra-se um né com um erro.

2. Verifica-se qual o elemento de circuito ! (uma porta, em geral) de que esse n6 é
saida.

3. Pesquisam-se os nds de entrada desse elemento. Se estiverem todos correctos, a
falha estd no elemento.

4. Se algum(ns) estiver(em) errados, assumir esse(s) né(s) como nd(s) de partida e
continuar a pesquisa voltando ao ponto 1.

Procede-se seguidamente a identificagdo da falha. Assumindo que possiveis erros rela-
cionados com a alimentagdo dos integrados estdo excluidos (ou resolvidos), encontrado
um né com um comportamento errado, esse comportamento é um dos seguintes:

— nivel errado;
— no flutuante;
—no preso a L;

—no preso a H.

Note-se que observar o nivel errado significa que um nivel errado esta presente, mas a
saida do circuito que o produz assume outros niveis noutras circunstancias. Uma saida
flutuante significa que o circuito apresenta permanentemente a sua saida flutuante. Um
no preso a um determinado nivel significa, obviamente, que ndo é possivel fazer a saida
do circuito abandonar esse nivel.

Se existir um nivel errado, isso pode resultar do seguinte: mau funcionamento do cir-
cuito, entrada do circuito desligada do ponto que se esta a observar (por quebra da pista
de circuito impresso ou do fio) ou, por vezes, curto-circuito com outro né.

A existéncia de um no flutuante pode resultar de um mau funcionamento do compo-
nente ou de a saida do circuito estar fisicamente desligada do ponto que se esta a obser-
var, por razdes semelhantes as do caso anterior.

'Em alguns casos, como por exemplo com saidas de trés estados, pode haver mais de um elemento.
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Um no preso a L é sintoma de uma das seguintes causas: mau funcionamento do com-
ponente, curto-circuito externo a massa do circuito (por erro de ligagdo, degradacédo do
circuito impresso ou presenca de um elemento estranho que provoque o curto-circuito)
e, por vezes, curto-circuito com outra saida a L.

Finalmente, um n6 preso a H, para além da hip6tese de mau funcionamento do compo-
nente, pode ser devido a um curto-circuito externo a alimentagédo do circuito.

Para simplificar a identificacdo da falha a saida ou a entrada de um elemento, deve
verificar-se o estado dessa saida ou entrada no terminal do circuito e ndo algures na
extensdo fisica do n6, uma vez que isso permite isolar a hipétese de quebra de ligagao
das restantes.

— Nivel errado

Sempre que possivel, deve ser desligada a saida do componente do resto do circuito,
para verificar se o comportamento do componente tem origem nele préprio ou num
curto-circuito da sua saida com outro sinal. No primeiro caso, haverd que substituir
o componente. No segundo caso, hd que corrigir a interligagao.

— N6 flutuante

S6 se assume esta situagdo quando o né estd permanentemente flutuante. Um né
pode estar flutuante, por vezes, de acordo com a sua funcionalidade normal, se as
saidas que a ele estdo ligadas sdo saidas de trés estados. A detec¢do de um no flu-
tuante significa que ndo ha ligagdo eléctrica entre a saida interna do integrado e o
no.

A distingdo entre as duas causas possiveis é simples. Se a ponta de prova légica en-
costada directamente ao terminal do integrado continuar a detectar um né flutuante,
entdo o problema é interno e hd que substituir o integrado. Se o terminal apresentar
um valor diferente, entdo hd uma ligagdo exterior desligada, que ha que reparar. E
evidente que, passeando a ponta de prova por todo o né, é possivel localizar exacta-
mente o local da falha.

Em certas circunstancias, podem ainda ocorrer tensdes intermédias, que sugerem um
noé flutuante, mas resultam de curtos-circuitos entre saidas diferentes.

— No presoa L
Embora seja possivel com equipamento adicional identificar exactamente esta situa-
¢do, ela pode ser tratada como o caso do nivel errado.

— N6 presoa H

Tal como no caso anterior, ao nivel a que se estd a analisar o problema, pode este caso
ser tratado como o caso de nivel errado.
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3.3.4 EXEMPLOS DE LOCALIZAGAO E DETECGAO DE FALHAS

Considere-se, como exemplo, o circuito da Figura 3.29, onde se ilustrou uma situagao
caracterizada pelo funcionamento correcto do circuito com um conjunto de valores para
os sinais de entrada e os sinais que, em consequéncia, se instalaram nos diversos nos
internos e na saida.

A H HA L L
B H H P
L
] N\ L L 7 H
C H [ ] /
L
D H H

Ficura 3.29: Circuito tomado como exemplo para ilustrar a identificacdo de uma
falha.

Assuma-se, agora, a existéncia de uma falha na porta AND superior, cuja entrada fica
curto-circuitada com a alimentagdo. A situagdo do circuito passa a ser a ilustrada na
Figura 3.30.

Esta situagéo é identificada como um erro. E facil verificar que a saida do tltimo circuito,
um OR, estd errada, uma vez que deveria estar em L e estd em H. Neste caso, é possivel
identificar, por andlise das varias entradas da porta OR, por exemplo com uma ponta de
prova légica, que o problema provém da entrada superior.

Dai, analisando o AND origem desse nd, pode ser verificado que, aparentemente, fun-
ciona correctamente. Recuando de novo no circuito, aparece, agora, uma negacdo que
aparenta um funcionamento incorrecto, uma vez que tem niveis H, quer na entrada,
quer na saida. A conclusdo imediata é a de que a porta NOT tem uma falha, conclusao
errada, neste caso. Desligando a saida da porta NOT do circuito, pode ser verificado que
estd a funcionar correctamente. Nessas circunstancias, analisando o nivel da entrada
da porta AND com a ponta de prova, pode concluir-se que, em vez de estar «no ar», a
entrada superior da porta tem o nivel H, que é indicio de que ou a porta tem uma falha
ou que ha um curto-circuito externo. O diagnoéstico diferencial pode ser feito, se possi-
vel, removendo todas as liga¢Oes a porta que possam estar no circuito e verificando se
a porta mantém o comportamento. Em situacdo real, num circuito impresso, isto é, em
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%LH

7j/

5V
H
A_H H7>o = ) L H
B H H [
>OL7 \ L
C H L [ /
L L
D H H >

L Nivel Correcto
H Nivel com a falha

Z H

Ficura 3.30: Circuito tomado como exemplo com uma falha.

geral, de dificil execugdo. A observagdo visual do circuito pode ajudar a detectar uma

ligacdo incorrecta ou a presenca de algum residuo condutor.

Um segundo exemplo com o mesmo circuito é também interessante. Considere-se a
situacdo ilustrada na Figura 3.31. Ha agora um curto-circuito exterior entre a entrada
inferior da porta AND e a terra do circuito. Na figura estd ilustrada uma situagdo em

que o circuito estd a funcionar correctamente e a situacdo resultante da falha.

A_H L

H L

B H

L Nivel Correcto
H Nivel com a falha

Z H

Ficura 3.31: Circuito tomado como exemplo com uma falha.
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Aqui a situagdo é mais dificil de analisar. Verifica-se que a porta OR estd com a sua saida
a L e devia té-la a H. Isso ndo é o suficiente para identificar a causa do problema. De
facto, qualquer uma das entradas do OR podia ser a responsavel pela situagdo. Se fos-
sem conhecidos os valores que deviam estar nos nds de entrada, tudo estaria resolvido,
mas, em geral, isso ndo acontece. Aqui haverd, portanto, que analisar mais pormenori-
zadamente todo o circuito.

No entanto, se se obtiver (ou preexistir) uma representacdo mais abstracta do circuito,
pode realizar-se a detecgdo sem ter o trabalho de proceder a anélise exaustiva do circuito
para encontrar a entrada do OR com comportamento errado. Uma hipétese interessante
(quando possivel) passa por construir o mapa de Karnaugh do circuito. Neste caso, as
trés portas AND correspondem aos seguintes produtos: A B, B C e C D. Isso corres-
ponde ao mapa da Figura 3.32.

AB
CON 00 01 11 10
s 00| o [[(1) o | o
\
T
ot| o flafl oo | ©P

11(1 1| 1 1)

10| 1 1 0 1
1~ N A___|

Ficura 3.32: Mapa de Karnaugh do circuito tomado como exemplo com uma falha.

No mapa é agora facil de analisar a situacdo. Na configuragdo onde se verifica o erro, te-
mos A=0,B=1,C=0eD = 1. Nomapa, isso corresponde ao quadrado sombreado.
O quadrado sombreado esté incluido no grupo correspondente ao produto A B. Esse
produto é implementado pelo AND superior do esquema, pelo que é ele o responsavel
por impor um H na saida, o que nao estd a acontecer. A partir desta identificacdo da
fonte do problema, a identificagdo da falha prossegue como no caso anterior.

Por vezes, estes procedimentos ndo sdo suficientes, e é necessario ter capacidade de
identificar situa¢des mais complexas que sdo de mais dificil andlise. Ai, de facto, a
experiéncia é fundamental.
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3.4 CARACTERISTICAS TEMPORAIS

Na Seccédo 3.1.4 foi j& apontado que o funcionamento dos dispositivos fisicos utilizados
em circuitos digitais ndo é instantaneo, causando, portanto, a ocorréncia de atrasos. A

Figura 3.33 repete a figura da Secgdo 3.1.4.
A—
z
EIDA

Ficura 3.33: Exemplo de atrasos numa porta AND.

Os tempos de atraso em consideragado sdo especificados para cada integrado nos catélo-
gos. Por exemplo, um 74LS08 tem as especificagdes temporais descritas na Tabela 3.11
no catdlogo da Texas Instruments. Recorde-se que, por exemplo, ¢,y corresponde ao
atraso entre uma alteracdo na entrada de uma porta e a ocorréncia de uma transigao de
L para H na sua saida.

TaBELA 3.11: Especificagdes temporais do 74LS08.

Parametro | Valor minimo | Valor tipico | Valor méximo
tpLH 8ns 15ns
tp HL 10ns 20ns

A Tabela 3.11 sugere alguns comentdrios. O valor dos atrasos é, aqui, medido em na-
nossegundos (ns), com 1 ns = 1077 s. Os valores dos atrasos especificados na tabela
parecem baixos, revelando uma elevada velocidade de funcionamento, mas o atraso de
uma porta num microprocessador actual é muito mais baixo, tipicamente abaixo de 1
ns. Por razdes tecnolégicas, sdo muito raros os fabricantes que especificam os valores
minimos do atraso. O valor tipico dos atrasos tem apenas um valor indicativo. O fabri-
cante ndo o garante, e o utilizador ndo pode confiar nele. S6 se pode confiar no valor
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maximo, também chamado de pior caso (em inglés, worst-case). Repare-se, por fim, que,
como ja se referiu, os valores de atraso dependem do sentido em que se d4 a comutagao.
Em alguns casos, no que se refere ao pior caso, ha circuitos em que os dois tempos sao
iguais, como acontece, por exemplo, no 74LS00. Mas o normal é os dois tempos serem
diferentes.

Com conhecimento dos valores dos atrasos das portas é possivel determinar o tempo de
atraso de circuitos combinatdrios mais complexos. No que se segue serdo apenas con-
siderados os tempos no pior caso, pois é este tempo que limitard a velocidade maxima
de funcionamento garantida do circuito. E muito provavel que o circuito funcione com
maior rapidez, mas a tnica velocidade que se pode garantir é aquela.

3.4.1 ANALISE DE ATRASOS EM CIRCUITOS

Considere-se o circuito da Figura 3.34.

A_H

S

Ficura 3.34: Exemplo de circuito combinatério simples.

Num circuito com vérias entradas e varias saidas, como é o caso, podem ser especifica-
dos dois tipos de atrasos importantes:

— 0 atraso entre uma determinada entrada e uma dada saida;

— 0 maior atraso entre uma qualquer entrada e uma qualquer saida.

A sequéncia de nés envolvidos no segundo tipo de atrasos recebe o nome de caminho
critico. H4 técnicas e algoritmos sofisticados para determinar aqueles valores para cir-
cuitos complexos. No contexto deste livro far-se-4 apenas uma abordagem introdutoéria
ao assunto.

Considere-se, no circuito da Figura 3.34, o atraso entre a entrada B_H easaida C_H. O
primeiro aspecto a considerar é se a entrada B_H influencia a saida C_H. H4, de facto,
um caminho entre a entrada e a saida referidas, através doné B_L.

163



CARACTERISTICAS TEMPORAIS

Repare-se, porém, que as varia¢des em B_H s6 afectam C_H se a entrada A_H assu-
mir o nivel H. No caso contrédrio, uma vez que 0 é o elemento absorvente do produto
l16gico, a saida C_H estaria em L independentemente do valor de B_H. Este é o se-
gundo aspecto a ter em conta: quais sdo as condi¢des que, para um par entrada-saida
em estudo, permitem que uma variagdo na entrada provoque uma variagdo na saida. O
estabelecimento dessas condi¢des no circuito tem o nome de sensibilizacio do caminho.

Sensibilizado o caminho, o terceiro aspecto a ter em conta é a decisdo sobre o sentido
de transi¢do na entrada que provoca maior atraso no circuito. Na Tabela 3.11 estdo
listados os atrasos do circuito 74LS08. A tabela equivalente para o 74LS04 é a Tabe-
la 3.12. Assuma-se inicialmente que A_H estd no nivel H e que B_H passa de L para H.

TaBeLa 3.12: Especificagdes temporais do 74LS04.

Parametro | Valor minimo | Valor tipico | Valor maximo

tpLH 9ns 15ns
tp HL 10ns 15ns

A linha B_L passa de H para L e a linha C_H passa igualmente de H para L. O tempo
de atraso entre a transi¢cdo na entrada e na saida é dado pela Expressao 3.8.

tpuLB—c = tpHLNOT + tpHLAND
= 15ns + 20ns (3.8)
= 35ns

Inversamente, se B_H passar de H para L com o caminho sensibilizado, entdo B_L e
C_H passam de L para H, e o tempo de atraso é calculado pela Expressdo 3.9.

lptHB—Cc = tpraNOT + tpLHAND
= 15ns + 15ns (3.9)
= 30ns

O atraso maximo serd o maximo dos dois atrasos calculados. Neste caso, ter-se-a o
valor t,pax B—c = 35 ns. Este exemplo ilustra o procedimento geral para este tipo de
problema.

Para determinar o atraso maximo do bloco de légica com n entradas e m saidas, uma
solucgdo possivel sera testar todos os pares possiveis e escolher o maior atraso. Como
é evidente, hd procedimentos mais adequados, o que é particularmente importante em
circuitos complexos. No circuito usado como exemplo, ndo vale a pena considerar os
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pares com saida em B_L, uma vez que as modificagdes em B_L ainda vao influenciar
C_H e, portanto, qualquer atraso entre uma dada entrada e B_L é inferior ao atraso
entre essa mesma entrada e C_H. Do mesmo modo, qualquer atraso entre A_H e C_H
é menor que outro atraso entre B_H e C_H, uma vez que o AND é comum aos dois
caminhos, e o segundo tem ainda outra porta entre a entrada e a saida. No exemplo
dado, portanto, o atraso que se obteve entre B_H e C_H é o pior atraso do circuito
considerado e corresponde ao seu caminho critico.

Analise-se, agora, um exemplo um pouco mais complexo tendo como base o circuito da

Figura 3.35.
A H : A_L D H

B_H [ F_H

CH Dﬂl—

Ficura 3.35: Exemplo de circuito combinatério para célculo de atrasos.

Neste caso hd influéncia de todas as varidveis de entrada na varidvel de saida F'. Dada
uma certa regularidade do circuito, é facil perceber que o maior atraso entre uma altera-
¢do numa entrada e a alteragdo na saida corresponde a altera¢gdes na linha A_H. Parte-se
do principio de que a porta AND que gera o sinal £_H tem as mesmas caracteristicas
que a que gera D_H e que, portanto, o tempo de atraso do caminho que inclui as portas
NOT e AND é sempre maior que o caminho que apenas inclui uma porta AND. Repare-se
que hé dois caminhos que ligam a entrada A_H a saida F'_H. Quando hd mais que um
caminho que possibilita que um sinal de entrada influencie o valor de um sinal de saida,
esses caminhos tomam o nome de caminhos reconvergentes.

A Tabela 3.13 descreve os atrasos do circuito 74LS32 que disponibiliza o OR.

TaBeLA 3.13: Especificagdes temporais do 74L.S32.

Pardmetro | Valor minimo | Valor tipico | Valor maximo
tpLH 14ns 22ns
tpHL 14ns 22ns

Da andlise de todos os tempos de atraso em jogo conclui-se que os tempos de atraso,
quer no NOT, quer no OR, sdo idénticos para transi¢des do tipo H — Le L — H. E,
portanto, o AND que define qual o sentido da transi¢do nas entradas que conduz ao
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pior caso de atraso. Como tpHLAND > tpLHAND, resulta que a transicdo na entrada que
conduz ao pior caso de atraso é uma transicdo de L para [, uma vez que, apds o NOT,
0 AND sente essa transi¢do, quer na sua entrada, quer na saida, como uma transigao de
H para L. O atraso serd, portanto, dado pela Expressao 3.10.

tpaA—rFymax = tpaLNOT + tpHLAND + tpHLOR
= 15ns + 20ns + 22ns (3.10)
= 5Tns

Quanto a determinacédo de quais os valores nas entradas que sensibilizam o caminho en-
tre a entrada escolhida e a saida, ir-se-4 exemplificar um método, utilizdvel em circuitos
relativamente simples, que assenta na utilizagdo do Mapa de Karnaugh.

O mapa de Karnaugh para a fungado correspondente a este circuito é o representado na
Figura 3.36.

BC
A 00 01 11 10 AB

ol o | o |G [ 1S
1| o |(4 \1)0

AC

Ficura 3.36: Mapa de Karnaugh do circuito combinatério em estudo.

Como se viu, a transi¢do de A_H tera de ser uma transi¢do de L para H, o que significa,
na varidvel, uma transi¢do de 0 para 1. E essa transi¢do tem de corresponder, na fungao
e, portanto, no mapa, a uma transi¢do de 1 para 0. A tnica posi¢do em que isso acontece
estd assinalada na Figura 3.37.

Para esta transicao se dar, terao, portanto, deser B=1e C =0, valores que correspon-
dem a coluna onde se pode dar a transi¢do. Terda, pois, de ser B_H colocado em H e
C_H colocado em L para que o caminho do pior atraso fique sensibilizado.

3.4.2 TRANSIGOES ESPURIAS EM CIRCUITOS COMBINATORIOS

Um outro aspecto relevante para o correcto projecto ou andlise de circuitos combinaté-
rios, entrando em consideragdo com os atrasos das portas, é o problema das transicoes
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BC

A 00 o1 11 10

ol oo |1 ] D
INanl)

Ficura 3.37: Mapa de Karnaugh do circuito combinatério com a transi¢do em estudo
assinalada.

espiirias, também designadas por picos. Retomemos o circuito anterior, para explicar
qual é o problema. Considere-se que A_H, B_H e C_H estdo em H. A saida assume,
naturalmente, o valor H, uma vez que a porta AND inferior tem a sua saida activa. Se
A_H transitar de H para L, uma vez que a saida da porta AND superior fica activa, a
saida assume da mesma forma o valor H. Isto esta de acordo com o que se observa
no mapa de Karnaugh, uma vez que, nas duas posi¢des do mapa correspondentes as
situacOes descritas, a func¢do vale 1. Observe-se, agora, um diagrama temporal porme-
norizado, mostrando essa transicdo, incluindo as transi¢des nos nés intermédios do cir-
cuito. Para a realizacdo do diagrama temporal utilizam-se os tempos de atraso descritos
atrds e analisa-se a evolugdo no tempo de cada linha. A Figura 3.38 ilustra o diagrama
temporal.

Como se pode ver, vai existir um pequeno intervalo de tempo de cerca de 10 ns em
que a saida, ao contrario do previsto, vai assumir o valor L. A este acontecimento é
usual chamar transicdo esptria ou pico, pois surge como um pequeno pico num sinal,
para além disso, constante. Estas situa¢des podem ter importancia ou ndo, consoante
a utilizacdo da linha F'_H. Se a linha F'_H se destinar simplesmente a assinalar o seu
estado através de um LED, por exemplo, o pico é inofensivo e nem sequer é visto, dada
a sua brevidade. Se a linha for actuar um dispositivo em que uma transi¢do possa ter
algum efeito, as coisas mudam completamente de figura e a situagao é intoleravel.

Felizmente, é f4cil resolver o problema. Analise-se, entdo, com mais cuidado o que se
passou. Inicialmente, o AND inferior estava activo, e o superior, ndo. Quando a linha
A_H passou a L, a entrada superior do AND inferior passou imediatamente a L e 0 AND
respondeu 20 ns depois, baixando a sua saida. No entanto, o AND superior s6 15 ns
depois de A_H descer é que sentiu a subida de A_L. E levou mais 15 ns a reagir. Ficou,
portanto, activo cerca de 30 ns ap6s a descida de A_H, enquanto que o outro AND ja
estava inactivo ha 10 ns. O resultado é que durante 10 ns as entradas do OR estiveram
ambas inactivas. A resposta do OR é colocar a sua saida inactiva durante um intervalo
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Ficura 3.38: Diagrama temporal mostrando transi¢des esptrias.

de 10 ns, 22 ns mais tarde 2.

Considere-se, de novo, o mapa de Karnaugh. O que se passou, nesta perspectiva, foi a
ocorréncia da transi¢do assinalada na Figura 3.39.

Nessa transi¢do, o implicante primo A B deixou de estar activo e passou o implicante
primo A C a ser o implicante primo activo. O que aconteceu de errado foi que ne-
nhum implicante primo garantiu, em termos temporais, a manutencdo da fungdo a 1.
Na transi¢do do grupo de cima para o de baixo, falta uma garantia que o valor da fun-
¢do permaneca a 1. A solucdo para o problema consiste em usar um novo implicante
primo redundante que, ndo sendo algebricamente necessario, colmate a falha detectada
quando se observa o comportamento fisico do circuito. O mapa fica, portanto, com mais
um implicante, como se ilustra na Figura 3.40.

2Na realidade, a situacdo é bem mais complexa por dois motivos: em primeiro lugar, porque as diversas
portas apresentam normalmente atrasos reais que ndo sao os worst-case nem sdo previsiveis; por outro, porque
a estrutura interna do OR, com os atrasos internos envolvidos, pode levar, por vezes, a que o pico acabe por
ndo se manifestar. N&o é, assim, possivel, na maior parte dos casos, prever para todas as circunstincias
de funcionamento do circuito se haverd ou ndo manifestacdo do pico e com que duragdo. Mas é possivel
prever a possibilidade de ocorréncia e agir em conformidade nos casos em que a possivel ocorréncia tenha
consequéncias desastrosas.
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Ficura 3.39: Mapa de Karnaugh mostrando a possivel ocorréncia de uma transigao
espuria.
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Ficura 3.40: Mapa de Karnaugh mostrando um implicante redundante para evitar a
possivel ocorréncia de uma transicdo espuria.

A funcdo passa, assim, a ser representada pela Expressao 3.11.

F=AB+AC+BC (3.11)

Construindo, agora, o circuito a partir desta expressdo, como se ilustra na Figura 3.41, o
problema fica resolvido.

Para casos simples, este tipo de problema pode ser resolvido através deste tipo de so-
lugdo em qualquer caso. Claro que, para fun¢des de muitas varidveis, em que o mapa
de Karnaugh ja ndo é utilizavel, outras ferramentas tém de ser usadas. Por outro lado,
é preciso recordar que se estd a partir do principio, em toda esta anélise, que apenas se
altera uma varidvel de entrada, o que nao ¢, de forma alguma, uma situagdo corrente.
Por isso, na prética, para circuitos muito complexos, pode ser preferivel garantir que
o funcionamento do circuito que vai ser alimentado pelos sinais gerados pelo circuito
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AH % AB H

B_H ] F_H

oA DTC_H o
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Ficura 3.41: Alteragdo ao circuito combinatério da Figura 3.35 para evitar transi¢des
espurias.

combinatério em andlise ndo seja afectado pela existéncia de picos. Mais adiante, no
Capitulo 6, este assunto sera retomado.

3.5 REALIZACAO DIRECTA

O tipo de implementacdo atras descrito assenta na utilizagdo de portas incluidas em
circuitos integrados e que sao usadas para replicar, em termos de circuito, a estrutura do
logigrama da fungdo. Esta replicagdo, que passa pelos cuidados anteriormente referidos
na elaboracdo do esquema eléctrico, pode passar por alguma transformacdo por razdes
j& apontadas, mas, no essencial, o que se implementa como circuito estd muito préximo
do que é descrito como logigrama e, portanto, como expressdo algébrica da fungéo.

A existéncia de dispositivos de memoria permite uma abordagem diferente desta ques-
tdo, como se verd nesta seccdo. Inicialmente, apresenta-se uma metodologia de imple-
mentacdo, que permite partir directamente da tabela da funcdo e reduz substancial-
mente o namero de circuitos integrados necessarios a implementacéo e, seguidamente,
mantendo-se a vantagem decorrente de uma maior integragdo, apresentar-se-do outros
dispositivos programdveis, que permitem, recuperando a implementagdo a partir da
estrutura do logigrama, diminuir a complexidade dos dispositivos necessdrios para im-
plementar um dado circuito.

3.5.1 REALIZAGAO UsanpDO ROM

Uma memoria apenas de leitura conhecida pela sigla ROM (do inglés, Read Only Me-
mory), € um dispositivo onde é possivel gravar, na fase de fabrico, informacdo de uma

170



REALIZACAO FISICA DE CIRCUITOS LOGICOS

forma permanente. As ROM sdo, por vezes, consideradas circuitos sequenciais, um
tipo de circuito que serd estudado a partir da Sec¢do 6.8, mas, na realidade, sdo circuitos
combinatérios. A ROM tem uma estrutura ilustrada na Figura 3.42 para um exemplo
de uma ROM de oito palavras de 4 bits. O pequeno quadrado no cruzamento de duas
linhas significa que aquela ligacdo pode ou ndo estar feita, consistindo a gravacdo de
informagdo na ROM na decisdo de quais as ligagdes realmente feitas. A estrutura apre-
sentada ndo corresponde, realmente, a forma como a ROM é de facto implementada,
mas é suficientemente ilustrativa dos seus principios de funcionamento.
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Ficura 3.42: Estrutura funcional interna de uma ROM.
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Na realidade, a estrutura da ROM é ligeiramente diferente, sendo os OR efectivamente
realizados por uma ligagdo do tipo dreno aberto, utilizando, portanto, apenas uma linha
que pode ou ndo ser ligada a saida de cada AND. Na Figura 3.43 ilustra-se a estrutura
utilizando essa tecnologia.

Ay

[0 Vbp
e T

Sleleleleieiels
g
g

D, D,

Ficura 3.43: Estrutura interna de uma ROM.

O funcionamento de uma ROM pode ser descrito de um modo muito simples. O con-
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junto das linhas A; constitui aquilo que se convenciona designar por endereco (address,
em inglés). Como se pode perceber, para cada endereco colocado na entrada da ROM,
uma das linhas que sai das portas AND, a correspondente a esse endereco, é colocada
a 1. As linhas de saida que tiverem uma linha de entrada efectivamente ligada a essa
linha ficardo com o valor 1 na saida. Os restantes ficardo com o valor 0. O conjunto de
bits das saidas designa-se por palavra. A ROM pode, entdo, ser vista como um conjunto
de palavras armazenadas, das quais uma pode ser seleccionada pelas linhas de ende-
reco e colocada nas saidas. No entanto, como é claro do logigrama, a ROM ¢, realmente,
um circuito combinatorio.

Na Figura 3.44 ilustra-se, a titulo de exemplo, o contetido de uma ROM jé programada,
isto é, com o seu contetido ja definido. Refiram-se duas convengdes utilizadas a partir
daqui. Por um lado, em vez de desenhar a estrutura interna como realmente é, o que
tornaria complexo este tipo de representagdo esquematica, a ligagdo é retomada como
se existissem as portas OR de saida, mas colapsando todas as linhas numa s6. Por outro
lado, as liga¢des a fazer as saidas das portas AND sdo indicadas pela ocorréncia de uma
cruz. Por exemplo, a saida D, esté ligado as saidas das portas AND P2, P3, P5e PT.

As ligagOes entre as linhas verticais e horizontais na figura dariam origem, se fossem
apenas como estd descrito acima, a um enorme curto-circuito. Por exemplo, no caso
que se ilustra de pormenor da programagdao da ROM anterior, todas as linhas estariam
em curto-circuito e, portanto, a funcionalidade ndo seria a pretendida. De facto, no
cruzamento das linhas existem pequenos dispositivos, diodos, para ser mais preciso,
que impedem que essa situagdo se verifique.

O contetido de uma ROM pode ser especificado por uma tabela que indica, para cada
endereco, a palavra de dados correspondente. Por exemplo, a ROM ilustrada na Figu-
ra 3.44 pode ser, de uma forma mais compacta, descrita pela Tabela 3.14.

A forma gréfica de representar uma ROM num logigrama é muito mais compacta que a
representada nas figuras anteriores, que serviram apenas para ilustrar o conceito e um
exemplo de estrutura interna de um dispositivo desse tipo. Na Figura 3.45 esta descrito
o modelo de terminais da ROM usada como exemplo anteriormente.

As memorias s6 de escrita podem ser de diversos tipos. As ROM propriamente di-
tas sdo circuitos integrados projectados de origem com o contetido pretendido. Nao
chegam a ser programadas pelo utilizador e ndo sdo alterdveis. As PROM (do inglés,
Programmable ROM), dispositivos mais comuns que as ROM, sdo dispositivos que po-
dem ser programadas uma vez por fusdo de pequenos fusiveis dentro do integrado. Sdo
compradas virgens e programadas pelos utilizadores. No caso de ser necessario alterar
a programacdo ha que programar um novo dispositivo, e o anterior fica inutilizado.
As EPROM (do inglés, Erasable PROM) sdo dispositivos que podem ser programados
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FicUura 3.44: Exemplo de uma ROM programada.

e podem ser apagados (usualmente por um banho de alguns minutos de radiagdo ul-
travioleta). As EPROMs podem ser regravadas um certo nimero de vezes (dezenas a
milhares). As EEPROM (do inglés, Electrically Erasable PROM) sdao ROM alteraveis elec-
tricamente sem necessidade de as retirar do circuito em que estdo inseridas. Do mesmo
modo sdo alterdveis um namero limitado de vezes.

As ROM podem ter varias aplicagdes:
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TaBELA 3.14: Especificacdo por tabela da ROM da Figura 3.44.

Endereco Dados
A2 A 1 A() D 3 D 2 D 1 Do
0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 1 1
1 1 0| O 0 0 0
1 1 1 1 0 0 1

ROM
D .
D
— Ay
Do |——
| A2
Dy ———

Ficura 3.45: Modelo de terminais da ROM usada como exemplo.

— suporte a programas em sistemas embebidos que nédo serdo alterados (uso de ROM
ou PROM) ou que podem ser actualizados um nimero pequeno de vezes;

— memorizagdo de tabelas e, por fim,

— implementacdo de logica.

Esta ultima aplicacdo, a tnica que interessa neste contexto, necessita de anélise mais
aprofundada. A descri¢do de uma ROM faz-se por indicagdo do seu simbolo para se
poder conhecer a sua estrutura fisica e funcionalidade geral e por uma tabela com o seu
contetido, como se viu atrds. Usando a ROM indicada atrds como exemplo e conside-
rando em particular a linha de dados D0. Uma das interpretacdes possiveis do contetido
desta ROM na coluna de dados D0 é o de ser a tabela de uma fungéo légica de trés va-
riaveis (As, Ay e Ap). Ora, se se utilizar esta ROM com este contetido num circuito, isso
é equivalente a realizacdo da funcdo légica descrita pela tabela e, na maior parte dos
casos, gastar-se-4 menos material. O circuito ficaria, portanto, reduzido a ROM, como
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se ilustra na Figura 3.46, se a fungao for F'(X,Y, Z) com X correspondendo a A5, Y a A,
e/ a Ao.

ROM FIX, Y, 2)

Z Do
Ao

Y D1
Aq

X D>
Az

Ds

Ficura 3.46: Circuito de uma func¢do usando uma ROM.

E 6bvio que, no exemplo anterior, a ROM poderia dar suporte a outras fungdes. No caso
exemplificado, seria possivel utilizar a ROM para dar suporte a quatro fungdes de trés
varidveis, desde que as varidveis sejam as mesmas. Pode-se considerar que este método
de implementacdo utiliza a tabela da fun¢do em vez da sua expressdo légica, como no
caso da implementacdo com portas. Essa é uma verificagdo curiosa, porque permite
levar até ao nivel da implementa¢do de um circuito a dualidade de representacdo de
fungoes logicas que se descreveu no Capitulo 2.

Claro que os circuitos ROM comerciais tém muito mais linhas de endereco e, eventual-
mente, bits de dados, possibilitando, assim, a implementac¢do de vdarias fun¢des de um
numero elevado de entradas num circuito. Por exemplo, uma ROM de 8K x 8 bits pode
implementar até oito fungdes 16gicas de até 13 variaveis (8K = 2'3). Claro que algumas
destas fun¢des podem ndo depender de todas as varidveis de entrada.

A implementacdo de fung¢des usando circuitos ROM apresenta algumas vantagens signi-
ficativas. Por um lado, como é evidente, a quantidade de circuitos integrados utilizados
na implementac¢do diminui drasticamente, especialmente para circuitos de alguma com-
plexidade, com diminui¢do correspondente no peso e volume dos equipamentos e, até
certo ponto, da poténcia consumida. Por outro lado, repare-se que qualquer alteragao
da funcionalidade pretendida se resolve utilizando uma nova ROM ou reprogramando
a ja existente (no caso das EPROM) sem alterar o resto do circuito eventualmente im-
plementado. Por fim, o uso de circuitos ROM dificulta a terceiros a analise do circuito
desenvolvido, protegendo um pouco, dessa forma, a confidencialidade de um projecto.
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3.5.2 REALIZAGAO UsANDO MATRIZES LOGICcAS PROGRAMAVEIS

Uma ROM gasta muito do seu espago fisico nas portas AND ligados as linhas de ende-
reco. Por exemplo, a ROM de 8K atrés referida teria 8192 portas AND de 13 entradas.
Para as aplicacdes em que se pretende guardar na ROM informagéao (programas ou ta-
belas) ndo hd outro remédio. No entanto, para gerar fun¢des légicas, muitas vezes ndo
sd0 necessdrios todos as portas AND. Por isso, é muitas vezes mais vantajoso ter menos
portas AND com maior nimero de entradas, o que permite realizar fun¢des com mais
entradas em integrados ndo muito complexos. Esta ideia foi explorada levando a con-
cepcdo de dispositivos programdaveis em que existe um certo niimero n de entradas, um
numero p de portas AND e um nimero s de portas OR, podendo as liga¢des entre os AND
e as entradas por um lado e entre os OR e 0s AND, por outro, ser programadas. Estas
estruturas e outras designam-se por matrizes l6gicas programdveis. Como exemplo muito
simples, considere-se o circuito da Figura 3.47. Nesta figura, o simbolo da Figura 3.48
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Ficura 3.47: Exemplo de matriz l6gica programavel.
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(a) é a representacgdo abreviada do que estd ilustrado na Figura 3.48 (b). Repare-se que

() (b)

Ficura 3.48: Estrutura do buffer duplo.

o dispositivo ilustrado tem quatro entradas. Se se construisse uma ROM, teria de haver
a entrada 16 portas AND. No circuito apresentado existem apenas cinco, e o niimero
poderia ser qualquer outro, como é ébvio.

A titulo de exemplo, considere-se a implementagao das fun¢des descritas na Tabela 3.15
usando a matriz anterior. Se a implementacédo fosse feita com base numa ROM, a sim-
ples gravacdo da tabela numa ROM com pelo menos 16 palavras e duas linhas de dados
resolveria o problema. O uso de matrizes l6gicas programaveis, porém, obriga a obter
expressOes algébricas para as fungdes.

TaBELA 3.15: FungOes usadas como exemplo.

ABCD | f.(A,B,C,D) | f,(A,B,C,D)
0000 0 0
0001 1 1
0010 0 0
0011 1 1
0100 0 0
0101 1 1
0110 0 0
0111 1 1
1000 1 1
1001 0 1
1010 1 1
1011 1 0
1100 0 0
1101 0 1
1110 0 0
1111 1 1
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No caso em andlise, utilizando os métodos descritos no Capitulo 2, é possivel obter as
Expressoes 3.12.

f.(A,B,C,D) = AD+CD+ABD
f,(A,B,C,D) = AD+CD+BD+ABD (3.12)

A programacdo da matriz logica programavel estd ilustrada na Figura 3.49, em que as
ligacOes estdo assinaladas por cruzes no cruzamento das linhas a interligar. Este tipo

e

c |
D
o T\ AD
L/
[\ CD
L/
Y\ ABD
L/
-\ CD
-
.\ BD
L
VAV
f fy

Ficura 3.49: Exemplo de programacdo de matriz logica programavel.

de matriz légica programdvel é usualmente designada por PLA, abreviatura do nome
inglés programmable logic array.

No caso das ROM, como se viu, as ligacdes dos AND estdo fixas e é possivel programar
as ligagdes dos OR. No caso das PLA, é possivel programar ambos os tipos de ligacdo.
Verifica-se que as potencialidades mais interessantes advém da capacidade de progra-
mar os AND. Assim, desenvolveu-se um novo tipo de matriz l6gica programével em
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que as ligagOes entre os AND e o0s OR estdo fixas e apenas é possivel programar as liga-
¢Oes dos AND as entradas. Para além de, na prética, essa op¢do ndo ser limitativa, tem a
vantagem de optimizar a arquitectura do dispositivo, colocando a drea programavel na
zona onde promove uma maior flexibilidade.

Essa estrutura designa-se, em inglés, programmable array logic, com a abreviatura PAL.
Um exemplo de uma possivel PAL é o da Figura 3.50. E frequente, neste tipo de matriz,
que algumas das saidas sejam realimentadas como se de entradas se tratasse, para per-
mitir, por esse meio, alargar o niimero de portas AND usado numa func¢do. No exemplo
dado é o caso das saidas Sy e 5.

Apresenta-se um exemplo de programagdo de uma PAL para implementacdo de um
conjunto de fungdes, usando a estrutura apresentada. Nesse exemplo serdo implemen-
tadas as fungdes descritas pelas Expressoes 3.13.

fo = AB+AC+BCD
fi = ABC+ABCD (3.13)
fo = ABC+BCD+ABCD+ABD+ABD

A programacdo da PAL estd ilustrada na Figura 3.51. Repare-se que a fun¢do f; neces-
sitou de utilizar duas das estruturas AND-OR para ser implementada.

A utilizacdo de matrizes l6gicas programaveis tem vantagens semelhantes a da utiliza-
cdo de circuitos ROM, com alguns aspectos adicionais. Por um lado, as matrizes progra-
maveis permitem melhorar a utilizagdo da drea programdvel, permitindo mais entradas
para o mesmo nivel de complexidade interna do dispositivo. Por outro, o uso de ma-
trizes logicas programaveis permite implementar fungdes com eliminacado de transigdes
espturias, como se explica na Sec¢do 3.4.2, o que ndo é possivel no caso das ROM.

Como é evidente, a programacdo deste tipo de dispositivos é, em geral, feita com au-
xilio de software adequado, que permite a introducdo da especificacdo das fungdes a
programar na forma mais conveniente para o utilizador e produz um ficheiro com os
dados necessdrios para o equipamento que programa o dispositivo realizar fisicamente
a programagao.

O uso de circuitos ROM e de matrizes l16gicas programaveis, como se acaba de descrever,
permite, portanto, a implementacdo de fungdes légicas, isto é, de circuitos combinaté-
rios. Em capitulos posteriores estudar-se-do os circuitos sequenciais. A utiliza¢do de
matrizes logicas programdveis pode ser estendida para esse tipo de circuitos desde que
elementos de memoria sejam incluidos na estrutura da matriz.
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Ficura 3.50: Exemplo de matriz l6gica programdvel do tipo PAL.

SUMARIO

Este capitulo é dedicado a aspectos relacionados com a realiza¢do de circuitos 16gicos a
partir de fungdes légicas e com as suas caracteristicas fisicas mais relevantes. Inicia-se
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Ficura 3.51: Exemplo de programacdo de uma PAL.

com a descri¢do dos blocos classicos constituintes dos circuitos 16gicos, isto é, os circui-
tos integrados digitais, incluindo a sua tecnologia e comportamento electrénico bésico.

O capitulo prossegue com a descri¢do das metodologias associadas a construgdo de cir-
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cuitos usando portas bésicas a partir da descricdo de uma fungao l6gica. E feita também
uma breve introducdo as técnicas de detec¢do de falhas. Sdo ainda referidos com algum
pormenor os aspectos ligados as caracteristicas temporais dos circuitos, incluindo a ge-
ragdo de transi¢des espurias. O capitulo termina com a andlise da utilizacdo de ROM e
l6gica programével para implementar circuitos digitais combinatérios.

EXERCICIOS

3.1 Consulte na Internet folhas de especificagdes de circuitos com a mesma referéncia,
em TTL na sub-familia LS e em CMOS, quer na subfamilia HC, quer na HCT.
Considere, por exemplo, o circuito 7400 nas diversas versdes.

1. Verifique, consultando os pardmetros dos valores da tensdo de entrada e
saida, que a familia HCT é compativel com a LS em termos de niveis de
tensdo, mas que, no caso das familias HC e LS, isso ndo é verdade.

2. Verifique quais os atrasos tipicos das trés subfamilias e compare-as desse

ponto de vista.

3.2 Para cada uma das seguintes fung¢des, construa um esquema eléctrico de um cir-
cuito que as implemente, usando o ntiimero minimo de circuitos integrados (con-
sulte catdlogos on-line):

1. f(A,B,C)=AB+ABC
2. f(A,B,C,D)=A B (C®D)+ABC+ACD+BCD
3. f(A,B,C)=ABC+AB+C

3.3 Considere o seguinte circuito representado em légica de polaridade:

SENSOR_ACTIVO L O ERRO_POTENCIAL L X
ACCAO_INIBIDA_H
:})EARME_L
ALERTA_ACTIVO L
POSTO_OCUPADO_H

Supondo que as varidveis SENSOR_ACTIVO e ACCAO_INIBIDA estdo activas e
que a linha POSTO_OCUPADO_H esta no nivel LOW:

1. A varidvel ERRO_POTENCI AL esta activa ou ndo activa?
2. Alinha ALARME_L estd a que nivel?
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3. Indique um nome razoével para a linha indicada com um X.
4. Qual é a fungdo l6gica implementada pelo circuito?
3.4 Considere que dispde dos seguintes sinais que implementam varidveis segundo a
convencgdo de 16gica de polaridade: A_H, B_L, C_L e D_H. Obtenha o esquema

eléctrico das seguintes fun¢des, utilizando légica de polaridade, considerando que
a funcao f é activaa LOW.

1. f(A,B,C,D)=AB+ABD+ABCD
2. f(A,B,C,D)=AB(C®D)+ABC+ACD+BCD

3.5 Considere o circuito seguinte:

Aigbo\

B

j}w%

Obtenha, a partir de um catélogo on-line, as caracteristicas temporais das portas
envolvidas.

1. Qual o caminho critico deste circuito?

2. H4 um sentido da transi¢do da varidvel de entrada do caminho critico que
conduza a um tempo de atraso superior ao da transi¢do em sentido oposto?

3. Qual(is) a(s) configuracdo(des) das varidveis de entrada que sensibilizam o
caminho critico?

3.6 Utilizando uma ROM com a capacidade que especificar, construa um circuito com-
binatério que calcule n?, sendo n um namero binario de quatro bits.

3.7 Programe a PAL da Figura 3.50 para implementar o seguinte conjunto de fun¢des

l6gicas:
f(A,B,C,D) = AC+BCD+ABC+ABD
f(A,B,C,D) = AB+AD+ABC+ACD
f(A,B,C,D) = CD+AD+ABC+ABC+ABCD
f(A,B,C,D) = CD+ABC+ABCOCD
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3.8 Considere de novo o circuito do Problema 3.3 Desenhe um esquema eléctrico que
o implemente.

3.9 Considere o seguinte circuito:

o O wm >

AR

1. Construa o mapa de Karnaugh correspondente.

2. Considere que, devido a uma avaria, na configuracgdfo A=B=C=1,D =0
o resultado da funcdo da 0 em vez do valor 1, que devia dar. Quais das portas
podem estar envolvidas no problema?

3. Se a ligacdo entre as portas 4 e 5 ndo estiver feita e, em vez disso, o fio que
devia estar ligado a porta 4, estiver ligado da saida da porta 3 a porta 5, quais
sdo os valores errados no funcionamento da funcao?

3.10 Considere o circuito do Problema 3.9.

1. Este circuito pode ter transi¢des esptirias quando uma determinada varidvel
se altera. Em que circunstancias?

2. Altere o circuito anterior, de modo a eliminar as transi¢des esptrias referidas.
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