ALGEBRA LINEAR | | 21002

Breve resolucao do exame de
18 de fevereiro

I. Questdes de escolha multipla:

Questdaol Questdo2 Questdao3 Questao4
Exame d) b) a) d)
P-félio d) b) d) -

Na Questao 1 podemos calcular o determinante de A usando a pri-
meira linha e obter det A = —1, o que exclui logo as 2 primeiras opcdes.
Como a matriz é 3 x 3 tem-se det(—A) = (—=1)3det A = —det A.

Na Questao 2 tem-se

0 0
21=3x14],
0 0

—

10
0 3
20

— s N

0
4| =
0

e portanto (0 4 O)T é vetor préprio de A com valor préprio associado
3.

Na Questao 3 tem-se
A?>—5A= I, = A(A-51,)=1,e (A-5I,)A=1,,

e portanto A é invertivel com inversa A-51I,.

Na Questao 4 o subespaco F pode escrever-se como F =¢(1,0,1),(0,1,1)),
e portanto F, tal como G, tem dimensao 2. Observando os geradores
de F e G concluimos que dim(F N G) = 1. Pelo Teorema das Dimensodes
dim(F+G)=dimF+dimG-dim(FNnG)=2+2-1=3.

II. @) A afirmacao é falsa.

Se A é valor préprio de A entdo existe um vetor ndo nulo u tal que
Au = Au, ou seja (A—AI,)u = 0. Isto que dizer que o nucleo da
aplicacao linear A— AI, ndo se reduz ao vetor nulo, pois u #0, e
portanto a matriz A— AI, nao é invertivel.

b) A afirmacao é verdadeira.
Seja A€ M,xn(R) e B a matriz definida por B = A—AT. Entdo os
elementos da matriz B sao b;; = a;j — a;j; e portanto

bji = aji— aij = —(aij - aji) = —bij,

ou seja B é hemi-simétrica.
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I1l. Condensando a matriz aumentada

1 4 -2 0
2 11 5| 9
4 18 3|11

obtem-se a solugdo Unica (x,y,2z) =(2,0,1).

2 0 -1
IV. Seja A=|1 1 -1].
00 1

a) Os valores préprios da matriz A sdo as solugdes de det(A—Al3) =0,
ou seja de
2-1 0 -1
det| 1 1-A -1 [|=0.
0 0o 1-2

Usando a ultima linha para calcular este determinante tem-se

2-1 0 -1
1 1-2 -1|=(01-X)

0 0 1-A1

2-1 0
1 1-1

': 1-12-1)1-A).

Os valores préprios da matriz A sao 1 (com multiplicidade algé-
brica 2), e 2 (com multiplicidade algébrica 1).

b) O espaco préprio E; associado ao valor préprio 1 é gerado pelas
solugdes nao nulas de (A—I3)u =0, ou seja (sendo u = (x, y,z)) de

2-1 0 -1 1 0 -1\ /(x X—z
1 1-1 -1 Ju=|1 0 -1|]ly|=|x-2z]=0.
0 0 1-1 0 0 O z 0

Assim o espaco préprio Ey = {(x,y,2) e R®: x—z=0} =((1,0,1), (0,1,0)),
e portanto o valor préprio 1 tem multiplicidade geométrica 2.

O espaco préprio E, associado ao valor préprio 2 é gerado pelas
solugdes nao nulas de (A—2I3)u =0, ou seja (sendo u = (x,,z))

de
2-2 0 -1 0 0 -1)\(x -z
1 1-2 -1 Ju=|1 -1 -1]lyl=|x-y—-2z|=0.
0 0 1-2 0 0 -1)\z -z

Assim o espaco préprio B, = {(x,,2) eR¥:2=0Ax—y =0} =((1,1,0)).
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c) Para justificar que a matriz A é diagonalizavel podemos observar
que a soma das multiplicidades geométricas é igual a ordem da
matriz A, ou seja 2+1 =3, ou reparar que A tem 3 vetores proprios
linearmente indepedentes.

Sejam P a matriz cujas colunas sdo os vetores préprios

1 01
P=|0 11
1 00

e D a matriz diagonal com os valores préprios de A

1 00
D=|0 1 0].
0 0 2

Por construcdo a matriz P é invertivel e a matriz D também ¢é
invertivel pois nenhum dos valores préprios é igual a 0.
Estas matrizes P e D s&o tais que P~ AP = D.

V. Nota: Havia uma gralha no enunciado deste grupo. Onde estd um “d”
deveria estar um “w”.

Considere a aplicacdo f:R* — R3 definida por
f,yz,w)=x-y,y—2,z—w).
a) Para mostrar que f é uma aplicacao linear temos de verificar as
2 condiges f(X+X) = f(X)+ f(X) e f(aX) = af(X) para X =
X, vzw), X' =W,y,z,u') e aeR. Tem-se
fX+X)=f(xyzw+ X,y 2, w")
=f(x+x,y+y, z+7, w+uw')
=((x+xX' =+ y+y -(z+2),z+2 - (w+wh)
=(x—y+x' -y y-z+y -2)z—w+7-w")
=x-py-zz-w+x'-y,y-2,2-w)
=fx,ypzw+fx,y,z,w)
= f(X)+ f(X),

f@X)=f(ax,ay,az,aw)
=(ax—ay,ay-az,az—aw)
=a(x-yy-z2z2-w)
=af(X),
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VI.

0 que prova a linearidade de f.
b) O nlcleo de f consiste nas solugdes de f(x,y,z, w) =0, ou seja as
solugdes de ((x—y,y—=z,z—w) = (0,0,0). Esta ultima equagao pode
xX=y
escrever-se como um sistema { y=z , cuja solucdo é o subes-
z=w
paco gerado pelo vetor (1,1,1,1).
¢) Usando o Teorema da Dimens&o , dimR* = dimNuc f+dimIm f, ou
ainda 4 = 1+dimIm f, e portanto a dimensao da imagem de f é
4-1=3.
Uma vez que a imagem de f € um subespaco de R3 de dimenséo
concluimos que Im f =[RS,
d) Uma vez que o nlcleo de f nao se reduz ao vetor nulo, f nao é
injetiva; f é sobrejetiva pois como vimos Im f =R3.
e) A matriz .4 (b.c.ps,b.C.p3, f) que representa f nas bases candnicas

em R* e em R® é a matriz que tem por colunas as imagens dos
vetores da base canénica em R*. Como

f(@1,0,0,0) =(1,0,0),

f(0,1,0,0) = (-1,1,0),
f(0,0,1,0)=(0,-1,1),
f(0,0,0,1) =(0,0,-1),

1 -1 0 O
tem-se . (b.C.ps,b.C.p3, /) =10 1 -1 0].
0 -1

Se n =2 a condicao Z;?ZI a;j = a significa que a primeira linha satisfaz
a1 +app = a e a segunda linha satisfaz ay; + ax» = a. Estas 2 igualdades
podem escrever-se sob forma matricial como

ayl dpz 1 —a 1
an axp\l) T\l
Como (1) # () isto significa que a é um valor préprio de A.

No caso geral as condicdes 27=1 a;j = a sao equivalentes a

ayny - din 1 1
=a
an1 -+ anpp) \1 1
FIM
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