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1.25 (IMO1997). Encontrar todos os pares (x,y) de inteiros positivos
tais que v = T

Dica: Sejam x = p{* ...po» ey =pi" .. .pg" as fatoracoes candnicas de
x ey. Mostre que a; = tf3j e x = y' para algum t € Q e limite os valores
de t.

. . n ~
1.26. Generalizar o resultado anterior para x¥ = y*, onde x e y sao
nteiros positivos.

1.27 (IMO1984). Sejam a,b,c,d inteiros impares tais que 0 < a < b <
c < d ead=bc. Demonstre que se a+d = 2% e b+c = 2" para inteiros
k e m, entao a = 1.

1.4 Congruéncias

Sejam a,b,n € Z. Dizemos que a € congruente a b mddulo n, e
€SCrevemos

a=b (modn)
se n | a— b, ou seja, se a e b deixam o mesmo resto na divisao por n.
Por exemplo, temos que 17 =3 (mod 7) e 10 = —5 (mod 3).
Proposigcao 1.24. Para quaisquer a,b,c,d,n € Z temos:
1. (Reflexividade) a = a (mod n);
2. (Simetria) se a =b (mod n), entdo b = a (mod n);

3. (Transitividade) se a = b (mod n) e b = ¢ (mod n), entao a = ¢
(mod n);

4. (Compatibilidade com a soma e diferenca) Podemos somar e sub-
trair “membro a membro”:
a=b (modn) a+c=b+d (mod n)
—¢
c=d a—c=b—d (modn)

Em particular, se a = b (mod n), entdo ka = kb (mod n) para
todo k € Z.
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5. (Compatibilidade com o produto) Podemos multiplicar “membro a
membro”:

b d
“ (mod n) = ac=bd (mod n)
c=d (mod n)
Em particular, se a = b (mod n), entdo a* = b* (mod n) para
todo k € N.

6. (Cancelamento) Se mdc(c,n) = 1, entao

ac=bc (modn) <= a=b (mod n).

DEMONSTRAGAO: Para o item (1) basta observar que n | a —a = 0.
Em (2),sen|a—b, entaon | —(a —b) <= n|b—a. Em (3) se
nla—ben|b—c entdon|(a—b)+(b—¢c) < n|a—c Em
(4) e (5),sen|a—ben|c—d entdon| (a—b)+(c—d) < n|
(a+c¢)—(b+d,n|(a—b)—(c—d) <= n|(a—c)—(b—d)e
n| (a—b)c+ (c—d)b <= n|ac—bd. Finalmente, como mdc(c,n) =1
temos que n | ac—bc <= n | (a—b)c <= n | a—b pela proposigao 1.9.

O

As propriedades acima mostram que a relagao = (mod n) (“ser con-
gruente médulo n”) tem um comportamento muito similar a relacdo de
igualdade usual. Sao estas propriedades que tornam as congruéncias tao
uteis em problemas de divisibilidade. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.25. Demonstrar que 31 | 201 — 1.

SOLUGAO: Isto é equivalente a demonstrar que 20'® = 1 (mod 31).
Para isso observemos que

20 = —11 (mod 31) (%)

e assim 20?2 = (—11)% (mod 31) <= 20? = 121 (mod 31). Como
121 = —3 (mod 31) temos

20 = -3 (mod 31). (%)
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Multiplicando () e (**) membro a membro, obtemos 20% = 33 (mod 31)
e, como 33 =2 (mod 31),

203 =2 (mod 31).

Elevando a 5, temos que 20'% = 32 (mod 31) e como 32 =1 (mod 31),
obtemos 205 = 1 (mod 31), como desejado. O

Exemplo 1.26. Encontre os restos das divisoes de
1. 31900 por 101
2. 5% por 13
SorLugAo: Como 3* = —20 (mod 101), elevando ao quadrado obtemos

3% =400 (mod 101) <= 3% = —4 (mod 101). Multiplicando por 32,
obtemos 3! = —36 (mod 101). Portanto

320 =1296 (mod 101) <= 3= —17 (mod 101)
30 =289 (mod 101) <= 3= —-14 (mod 101)
3%0 =196 (mod 101) <= 3% = —6 (mod 101)
380.3%0 = (—6) - (—17) (mod 101) < 3! =1 (mod 101).

Assim, elevando a tltima congruéncia a 10, obtemos 3'°°=1 (mod 101),
ou seja, 3199 deixa resto 1 na divisdo por 101.

Para encontrar o resto da divisio de 53 por 13, note que como
5% =1 (mod 13), os restos de 5" por 13 se repetem com periodo 4:

5= 1 (mod13) 5*= 1 (mod 13)
5!'= 5 (mod 13) 5= 5 (mod 13)
52=—1 (mod 13) 50=—1 (mod 13)
53 =-5 (mod13) 5" =-5 (mod 13)
Por outro lado, temos 3 = —1 (mod 4) = 3% =1 (mod 4), isto é,

320 deixa resto 1 na divisdo por 4. Assim, 53" = 51 (mod 13), ou seja,
53 deixa resto 5 na divisdo por 13. O
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O problema a seguir tem uma histéria interessante. Em um artigo
publicado em 1969, D. J. Lewis afirmava que a equacdo z® — 117y% = 5
tem no maximo 18 solucOes inteiras. Na verdade, ela nao possui ne-
nhuma, como foi provado dois anos mais tarde por R. Finkelstein e
H. London, utilizando métodos de Teoria Algébrica dos Niumeros. Em
1973, F. Halter-Koch e V. St. Udresco observaram independentemente
que existe uma prova muito mais simples deste fato, como mostra o
exemplo a seguir.

Exemplo 1.27. Mostre que a equacdo x> — 117y3 = 5 nao possui solu-
coes inteiras.

SOLUGAO: Observe que como 117 é multiplo de 9, qualquer solucao
inteira deve satisfazer

22— 1173 =5 (mod 9) <= 23=5 (mod9).

Porém, x sé pode deixar resto 0,1,...,8 na divisdo por 9. Analisando
estes 9 casos, temos

1

a:mod9‘ 2
1 8

23 mod 9 ‘

0 3 4 5 6 7 8
0 0 1 8 0 1 8
Ou seja, 23 s6 pode deixar resto 0, 1 ou 8 na divisdao por 9. Logo 2> =5
(mod 9) é impossivel e a equagao nao possui solugoes inteiras. ]

Exemplo 1.28 (AusPol2002). Encontrar todas as ternas (a,b,c) de in-
teiros ndo negativos tais que 2% + 2 + 1 ¢é mailtiplo de 2¢ — 1.

SOLUCAO: O problema pede para determinar quando 2% +2° +1 =0
(mod 2¢—1). Note que como 2¢ =1 (mod 2°—1), escrevendo a = cq; +a’
eb=cqg +V com0<d,V < ctemos que
2°4+2°4+1=0 (mod2°—1)
— (291 .29 £ (292 .2" 1 1=0 (mod 2°—1)
=242 4$1=0 (mod2°—1)

que é 0 mesmo problema com a’ e &’ no lugar de a e b. Assim, basta
resolver o problema supondo 0 < a, b < c¢. Temos alguns casos a analisar.
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Nao ha solugdes com ¢ = 0 e para ¢ = 1 temos que (a, b, 1) é solugao
para todos os a,b > 0. Se ¢ = 2, temos que apenas (0, 0, 2) é solugdo com
0 <a,b< c=2,0que da origem as solugoes (2m, 2n, 2) para todos os m
e n naturais. Se ¢ = 3, temos que apenas (1,2,3) e (2,1, 3) sao solugoes
com 0 < a,b < ¢ =3, o que nos fornece solugoes (1 + 3m,2 + 3n,3) e
(243m, 1+ 3n, 3) para todos os m e n naturais. Finalmente, para ¢ > 4,
temos que se a < ¢c— 1 ou b < ¢ — 1, entao

3<20 42041 <20 412024 1=3.2241<2°—1

e assim 2% + 2° + 1 néo pode ser multiplo de 2¢ — 1. Neste caso devemos
tera=b=c—1e21 4201 4+ 1=0 (mod 2 —1) <= 2°+1=0
(mod 2¢—1) <= 2 =0 (mod 2°—1), o que ndo ocorre pois 2°—1 > 15
nao pode dividir 2. Logo nao ha solugoes neste ltimo caso.
Resumindo, as ternas pedidas sao (m,n, 1), (2m,2n,2), (1+3m,2+
3n,3) e (2+3m,1+ 3n,3) onde m e n sdo naturais arbitrérios. O

1.5 Bases

A notagdo usual para naturais é a chamada base 10, com digitos
0,...,9. Isto significa, por exemplo, que

196883 =1-10°+9-10*+6-10> +8-10> + 8- 10" + 3 - 10°.

O teorema abaixo mostra como escrever qualquer natural em qualquer
base d.

Teorema 1.29. Sejan >0 e d > 1. Entao existe uma unica sequéncia
(os “digitos” den na base d) ag, . .., ag, ... com as sequintes propriedades:

1. para todo k, 0 < ap < d,
2. existe m tal que se k > m, entao ap =0,

3.n=3 >0 apd".

DEMONSTRACAO: Escrevemos n = ng = nid + ag, 0 < ap < d, ny =
nod + a1, 0 < a; < d e em geral ngy = ng11d + ag, 0 < ap, < d. Nossa
primeira afirmacao é que ni = 0 para algum valor de k. De fato, se
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nop < d™, entdo n; = [%| < d™~! e mais geralmente, por inducdo,

np < d™ % fazendo k > m temos n; < 1 donde ny = 0. Segue dai que
ar = 0 para k > m. A identidade do item 8 é facilmente demonstrada
por indugao.

Para a unicidade, suponha Y, <, apd® = Y, o bxd®. Se as sequén-
cias ai e by sao distintas existe um menor indice, digamos j, para o qual
a; # bj. Podemos escrever a; + 3 -, arpd* 7 =b; + D k> brpd*—7 donde
a; = b; (mod d), o que é uma contradigao, pois 0 < |a; — bj| < d e
portanto a; — b; nao pode ser um muiltiplo de d. O

Ignorando os digitos 0’s iniciais, denotamos por (a,an,—1 - --a1ag)qg O
natural cuja representacao na base d tem algarismos a; como no teorema
acima:

def
(anap—1---a1ap)q = Z apd®.

0<k<n

Muitos dos famosos critérios de divisibilidade que aprendemos na
escola decorrem diretamente da representagao acima. Por exemplo, se
N = (@n@n_1---a1a9)10, como 10 = 1 (mod 9), temos que 10* = 1
(mod 9), donde

N = Z ap10F = Z ar (mod 9).

0<k<n 0<k<n

Segue que N e a soma de seus digitos na base 10 possuem o mesmo resto
na divisao por 9; em particular N é divisivel por 9 se, e sé se, a soma de
seus digitos ag + - - - + a,, ¢ divisivel por 9.

De forma similar, para o critério de divisibilidade por 11, observemos
que 10 = —1 (mod 11), logo

N = Z ap10F = Z (=1)*a;r  (mod 11)

0<k<n 0<k<n

e assim um numero é divisivel por 11 se, e s6 se, a soma dos digitos
em posicao par menos a soma dos digitos em posi¢ao impar é divisivel
por 11. De igual forma, podemos encontrar critérios de divisibilidade
por 7, 13 e 37, que deixamos como exercicio para o leitor enuncia-los e
demonstra-los (utilize o fato que 103 = —1 (mod 7), 10> = —1 (mod 13)
e 103 =1 (mod 37)).
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Exemplo 1.30. Encontrar os ultimos dois digitos na representacao de-
cimal de 3299,

SoLugAo: Como
(AnGn_1---a1ag)io = 10 (@, - 10" 2 + -+ a) + (10 - a1 + ag)
=100 - (an - a2)10 + (a1a0)10

temos que o numero formado pelos dois ultimos digitos de
(an - --aiap)1o é o resto da divisdo deste nimero por 100, logo o pro-
blema se resume a calcular 32°° médulo 100. Podemos utilizar o binémio
de Newton para simplificar as contas:

3200 — 100 _ (10 — 1)100 — Z (100) 10100—k(_1)k’
k
0<k<100

logo 320 = — (2910 + (159) (mod 100) «= 32 =1 (mod 100) e
assim os dois tltimos digitos de 3%2%° sao 01. |

Exemplo 1.31. Demonstrar que, para todo n natural impar,
Sy, = 2271 . (22n+1 o 1)
termina em 28 quando escrito em notacdo decimal.

SOLUGAO: Vamos mostrar por indugao em n que s, termina em 28.
Para n = 1 temos que s; = 28. Suponhamos que para algum n > 1
impar s, termina em 28 e vamos mostrar que s,1o termina em 28 ou,
equivalentemente, que 100 | sp42 — s,. Temos

=5.22".(51.22"F1 _3).

Sn4+2 — Sn

Como, para n impar,
22= -1 (mod5) = 22" =—1 (mod 5)
— 27"l = _9 (mod 5),

temos que 512271 —3=1.(-2) -3 (mod 5) <= 51-22"f1 -3=0
(mod 5). Assim, S,42 — Sy, € divisivel por 54 -5 = 100. O
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1.6 O Anel de Inteiros Mddulo n

As semelhancas entre as relagées de congruéncia médulo n e igual-
dade nao sao mero fruto do acaso, ambas sao instancias de relacdes de
equivaléncia em Z. Em geral, uma relacdo ~ sobre um conjunto X é
dita de equivaléncia se ela é reflexiva (z ~ x para todo z € X)), simétrica
(x~y < y~ux)etransitiva (x ~yey~z = x ~ 2).

Dar uma relagao de equivaléncia em X é o mesmo que dar uma
particao X = | Jycp X de X, i.e., uma colecao de subconjuntos Xy # 0,
dois a dois disjuntos, cuja uniao é X. De fato, dada a particao acima,
podemos definir uma relacao de equivaléncia ~ declarando que = ~ y se,
e somente se, x e y pertencem a um mesmo X ). Reciprocamente, se ~ é
uma relacao de equivaléncia, dado um elemento x € X podemos definir
a classe de equivaléncia T de x como o conjunto de todos os elementos
equivalentes a x:

T={yecX|y~uz}

Observe que ou TNY =0 (se x % y)ouT =7 (se x ~ y). Assim,
as distintas classes de equivaléncia T formam uma particao de X. O
conjunto {Z | x € X} das classes de equivaléncia de ~ é chamado de
quociente de X por ~ e é denotado por X/~. Intuitivamente, X/~ é o
conjunto obtido “igualando-se” elementos equivalentes entre si.

Agora aplicamos esta construcao geral ao nosso caso. O quociente de
Z pela relagao = (mod n) é chamado de anel de inteiros mddulo n e é
denotado por uma das notagoes Z/(n), Z/nZ, Z./n ou as vezes Z. Por
exemplo, para n = 2, temos que Z/27Z possui apenas dois elementos,
0 e 1 (popularmente conhecidos como conjunto dos pares e impares,
respectivamente).

A defini¢do de @ como um subconjunto de Z raramente serd impor-
tante, sendo apenas uma maneira de formalizar o fato de que estamos
“identificando” todos os inteiros que deixam o mesmo resto na divisao por
n (como no exemplo dos pares e impares acima). Assim, o importante
é sabermos que

Gd=d < a=d (modn)

/ . o e~
<= a e a deixam o mesmo resto na divisao por n.

Se n > 0, a divisao euclidiana diz que todo inteiro a é congruo a um
Unico inteiro a’ com 0 < a’ < n; podemos reescrever este fato na nossa
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nova linguagem como
Z/(n)={0,1,...,n—1}.

Os itens (4) e (5) da proposigao 1.24 dizem que as operagoes de soma,
diferenca e produto sao compativeis com a relagao de congruéncia. Uma
formulagao mais abstrata da mesma ideia é dizer que as operagoes +, —
e - passam ao quociente, i.e., que podemos definir a soma, subtracao e o
produto de classes de congruéncia por

a+b=a+0b
a—-b=a—-»
a-b=a-b

respectivamente. A duvida & primeira vista seria se a escolha de a e b
nao afeta a resposta: afinal existem infinitos inteiros a’ e b’ com @ = d’ e
b="V. Ositens (4) e (5) da proposicio sio exatamente o que precisamos:
eles nos dizem que nestas condicbes a +b =a' £V ea-b=a' -V, de
modo que as operagoes acima estao bem definidas.

Por exemplo, em Z/6Z temos as seguintes tabelas de soma e produto:

ol O Ol O O Of| O
T x|l N | O
Nl O | N O
wl Ol wl Of wl O wl
DO | O D] | O | ]
=N Wl =] O O | U

Ol O x| ol DI |

= Ol Ot ] ol | b

DO = O O x| Wl | W

Wl N | O Ot || ]

= Wl | = O Ot | o
)

ol x| Wl pol = Ol |+
Gl =] ol | | O S
ol x| ol Dol =] Ol

A préxima proposicao diz quando podemos “dividir” por a moédulo
n, isto é, quando o “inverso multiplicativo” de a médulo n esta definido:

Proposigao 1.32. Sejam a,n € Z, n > 0. Entdo existe b € Z com
ab=1 (mod n) se, e somente se, mdc(a,n) = 1.

DEMONSTRAGAO: Temos que ab = 1 (mod n) admite solugdo na va-
ridvel b se, e somente se, existem b,k € Z tais que ab — 1 = nk <—
ab—nk = 1. Pelo corolario 1.8 do teorema de Bachet-Bézout, isto ocorre
se, e 86 se, mdc(a,n) = 1. O
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Dizemos portanto que a é invertivel médulo n quando mdc(a,n) =1
e chamamos b com ab =1 (mod n) de inverso multiplicativo de a médulo
n. O inverso é sempre tinico médulo n: se ab = ab’ =1 (mod n) temos

b=b-1=b-(abl)=(ba) - b=1-b'=0b" (mod n).

Assim, b est4 bem definido e, em termos de classes de congruéncia, temos
que @ - b = 1; denotamos b por (@)~!. Note que pela demonstracio
da proposicao acima calcular (@)~! é equivalente a resolver a equagio
diofantina linear ax + ny = 1 e para isto podemos utilizar o método do
exemplo 1.14.

Definimos o grupo de unidades (Z/nZ)* C Z/nZ do anel de inteiros
modulo n como o subconjunto formado pelos elementos invertiveis de
Z/nZ:

(Z/nZ)* ={a € Z/nZ | mdc(a,n) = 1}.
Observe que o produto de elementos de (Z/nZ)* é sempre um elemento

de (Z/nZ)*. Por exemplo, temos a seguinte tabela de multiplicacao em
(Z/15Z)*:

1 2 4 7 8 11 13 14
1/1 2 4 7 8 11 13 14
212 4 8 14 1 7 11 13
414 8 1 13 2 14 7 11
7|7 14 13 4 11 2 1 8
8|8 1 2 11 4 13 14 7
it 7 14 2 13 1 8 14
|13 11 7 1 14 8 4 2
4|14 13 11 8 7 4 2 1

Uma aplicagdo do inverso multiplicativo é o famoso teorema de
Wilson. Primeiramente precisamos de um lema.

Lema 1.33. Se p € primo, entdo as tinicas solugdes de x> =1 em Z/(p)
sdo 1 e —1. Em particular, se x € (Z/(p))* — {1,—1}, entdo z7! # x
em Z/(p).

DEMONSTRAGAO: Temos
22=1 (modp) <= p|(2*—1) < p|(z—1)(z+1)
< plez—loup|z+1
<= =1 (modp)ouz=-1 (modp)
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donde o resultado segue. |

Teorema 1.34 (Wilson). Sejan > 1. Entdon | (n—1)!+1 se, e sd se,
n € primo. Mais precisamente,

(n—1) —1 (mod n) sen € primo
n—1)=
0 (modmn) sen écomposto en # 4.

DEMONSTRAGAO: Se n é composto mas nao é o quadrado de um primo
podemos escrever n = ab com 1 < a < b < n. Neste caso tanto a quanto
b sdo fatores de (n — 1)! e portanto (n — 1)! = 0 (mod n). Se n = p?,
p > 2, entdo p e 2p sao fatores de (n — 1)! e novamente (n — 1)! = 0
(mod n); isto demonstra que para todo n # 4 composto temos (n—1)! =
0 (mod n).

Se n é primo podemos escrever (n—1)! = —2-3-...-(n—2) (mod n);
mas pelo lema anterior podemos juntar os inversos aos pares no produto
do lado direito, donde (n — 1)! = —1 (mod n). O

Vejamos uma aplicacao do teorema de Wilson.

Teorema 1.35 (Teorema de Wolstenholme). Seja p > 3 um nimero
primo. Entdo o numerador do nimero

LT S
23 p—1

¢ divistvel por p?.

DEMONSTRAGAO: Note que somando os “extremos” temos

> %: > (1+pii>:p 2 z'(pl—i)'

1<i<p-1 1<z‘<% 1<i<Pst

Como o mmc dos nimeros de 1 a p—1 nao é divisivel por p, basta mostrar
que o numerador da tultima soma é multiplo de p. Equivalentemente,
como p 1 (p — 1)!, devemos mostrar que o inteiro

sy =
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é um multiplo de p. Para 1 < i < p — 1, denote por r; o inverso de

i mod p, ou seja, ir; =1 (mod p). Note que rp,—; = —r; (mod p), assim
_ (p—1! ,
S= ) i il D
1<i< el

Il
—
b

|

—
=
=
il

If
k\j

=)

o

o,
S

pelo teorema de Wilson. Note que como cada r; é congruente a um

dos nimeros +1,+2,..., j:%, temos que os r? sao congruentes a um
dos ntmeros 12,22, ..., (%)2 modulo p. Vamos mostrar que todos eles
aparecem. De fato, se r; = 7‘32- (mod p), entao p | (r; —r;)(r; +7;5), isto
é, r; = £r; (mod p). Multiplicando por ij, temos que j = i (mod p),

o implica i = j pois 1 < 14,75 < %_

. _ 2 2 _ p(@®=1) 4
Assim, S = 2135%1 (mod p) e como 2195%1 = S5 ¢

um multiplo de p (pois mdc(p, 24) = 1), o resultado segue. O

O teorema de Wilson produz ainda resultados interessantes sobre os
coeficientes binomiais. Suponhamos que k e h sao inteiros positivos tais
que k+ h =p—1 onde p é primo. Entao

MK = (1) (o~ 1(p ~2) -+ (p — )kt = (~1)*(p 1!
= (=D (mod p).

Portanto
p—1
h!k!< i > =(p—1)! (mod p)

= (P =1 (modp

= (") =0 oap,

Exemplo 1.36. Demonstrar que se p > 3 € primo, entdo p> | (25) — 2.

SOLUGAO: Primeiramente, vamos relembrar algumas identidades com
coeficientes binomiais bem conhecidas. Para todo 1 < ¢ < p — 1, temos
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p) _p (pfl

que (Z : 1.71) (basta utilizar a definigdo) enquanto que

(=) () )

pois podemos escolher p objetos dentre 2p escolhendo i objetos dentre
0s p primeiros e p — ¢ dos p ultimos para todo ¢ entre 0 e p, logo

(- OG)-2 ()

Utilizando estas identidades, temos que

2p> p2<p1>2 2 1<p1>2
- 2= - | . =p | . .
(p 1<;_122 1—1 Z 2\i—-1
Note que (}) = #ii)! ¢ um muiltiplo de p para 1 < ¢ < p — 1 pois
] ~ ~ s e e, . 1 (p—1\2
o denominador desta fracao nao é divisivel por p.2 Assim, 72(15—1) =
]% (4’;)2 é inteiro e portanto a soma ) ;;, 4 % (f:ll) é inteira e devemos
mostrar que ela é um multiplo de p. Para isto observemos que cada
1 <¢ < p—1éinvertivel médulo p; sejar; talquel <r; <p—1leir; =1
(mod p). Pela unicidade de r; médulo p, temos que os r;’s formam uma
permutacdo de 1,2,...,p — 1. Assim, como (f:ll) = (-1)"! (mod p),
temos

ORI (A RED S L R

1<i<p—1 1<i<p—1
1 b— 1 2 y_ 2 _ -2 d
= Z 2l q) = Z ry = Z i“  (mod p).
1<i<p—1 1<i<p—1 1<i<p—1
Como Y %= w ¢ um multiplo de p (pois mdc(p, 6) = 1),
1<i<p-1
a prova acaba. O

Os termos grupo e anel empregados nesta secao estao em conformi-
dade com o jargao usualmente utilizado em Algebra. Grupo é o nome
emprestado a um conjunto G juntamente com uma operacao binaria -
(produto) que satisfaz os seguintes trés axiomas:
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1. (Associatividade) Para quaisquer a,b,c € G, (a-b)-c=a- (b-c).

2. (Existéncia de elemento neutro) Existe um elemento e € G tal que,
paratodoa € G,a-e=¢€e-a=a.

3. (Existéncia de inverso) Para qualquer elemento a € G existe um
elementoa ' e Gtalquea-a ' =a'-a=e.
Se, além dos trés axiomas acima, o grupo G satisfaz

4. (Comutatividade) Para quaisquer a,b € G, a-b="b"a.

entdo G é chamado de grupo abeliano.

Um anel é um conjunto A com duas operagoes bindrias + (soma) e
- (produto) satisfazendo axiomas que abstraem as propriedades usuais
dos inteiros (por exemplo). Estes axiomas sao

1. (A,+) é um grupo abeliano com elemento neutro 0.
2. (Associatividade do produto) (a-b)-c = a-(b-¢c) para todo a, b, c € A.

3. (Elemento neutro do produto) Existe um elemento 1 € A tal que
l-a=a-1=a para todo a € A.

4. (Distributividade) a- (b+c¢)=a-b+a-ce (b+c)-a=b-a+c-a
para todo a, b, c € A.

Se a-b=>b-a para todo a,b € A, dizemos que o anel A é comutativo.
Um anel comutativo A # 0 (isto é, 0 # 1 em A) é chamado de dominio
se, para a,b € A, a-b=0 = a =0 ou b= 0. Por outro lado, se um
anel comutativo A # 0 é tal que todo elemento nao nulo possui inverso
multiplicativo (ou seja, (A\{0}, ) é um grupo) entao dizemos que o anel
A é um corpo. Um importante resultado é a seguinte

Proposicao 1.37. O anel Z/nZ é um corpo se, e s6 se, n € primo.

DEMONSTRAGAO: Temos que Z/nZ é um corpo se, e somente se, todo
elemento @ # 0 é invertivel, ou seja, se e somente se, mdc(a,n) = 1 para
todo a com 0 < a < n. Mas isto é equivalente a n ser primo, pois se n é
composto e a | n com 1 < a < n, entao mdc(a,n) = a # 1. O



