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‘ E-fO'IO A l Instrugbes para a realizagao do E-folio

N ALERTA

Matematica Finita | 21082

Proposta de Resolucao Sumaria

Grelha de correcgao das respostas de escolha multipla:

1. | 2. | 3.
A) | D) | D)

4. Na resposta apresentada pela aluna existe sobrecontagem. Com efeito,
seguindo o raciocinio da estudante, suponhamos que fixamos o alga-
rismo 8 na casa dos milhares. Como qualquer uma das restantes posi-
cbes pode ser ocupada por qualquer digito entre 1 e 9, podemos, por
exemplo, escolher o0 5 como algarismo das centenas, o 8 como alga-
rismo das dezenas e o 2 como algarismo das unidades. Desta forma
obtém-se o numero 8582.

Mas inicialmente podemos fixar o 8 na casa das dezenas. Se o fizermos,
as restantes posi¢cées podem entdo ser ocupadas, por exemplo, com o
algarismo 2 na casa das unidades, 0 5 nas centenas e 0 8 na casa
dos milhares, obtendo-se novamente o numero 8582. Ou seja, pelo
raciocinio explicado pela aluna, o nimero 8582 aparece contabilizado
duas vezes.

Por forma a eliminar a sobrecontagem, uma maneira de resolver a ques-
tao colocada sera calcular, primeiro, o nimero total de nimeros de qua-
tro digitos pertencentes ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} (cujo valor é
9* = 6561) e, depois, subtrair o numero total de nimeros de quatro di-
gitos pertencentes ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} \ {8} (cujo valor é
igual a 8 = 4096). Obtém-se assim um total de

6561 — 4096 = 2465

numeros diferentes de quatro digitos escolhidos entre 1 e 9 e que con-
tém o algarismo 8.
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5. Nas condi¢des do enunciado, provemos que h : Y — Z é uma aplicagao
sobrejectiva. Com efeito, dado um z € Z, qualquer, resulta da hipotese
de (ho f)(X) = Z que

Jx e X :(ho f)(z) =z
——
=h(f(z))

Assim, designando por y = f(z) € Y tem-se que h(y) = z. Deste
mesmo fica provado que h : Y — Z € uma aplicacao sobrejectiva.

A enumerabilidade de Z resulta agora do facto de Y ser um conjunto
enumeravel e do Exemplo 4, pag. 80, do Manual.

6. O coeficiente de 2" na expansao dada é igual a soma dos coeficientes de
2™ no desenvolvimento de cada parcela z*(1 + )%, k= 0,1,...,n.

No caso k& = 0, resulta da férmula binomial
2n 2n
1 2n — m 1
(1+2) ;0 (m)x (1)

gue o coeficiente de =™ em () é igual a
2n
L
Nos restantes casos, tem-se, também pela formula binomial,

2n—k
()= (2"7; k) 7" @)

m=0

donde

g 2n — k
k 2n—k m-+k

m=0

pelo que o coeficiente de 2" no desenvolvimento de z*(1+x)?"~* é igual
ao coeficiente de "% em (2). Ou seja,

2n — k
n—=k
Deste modo conclui-se que o coeficiente de 2™ na expansao
A+2)" 4zl +2)" 4+ 220 +2)" 2+ . 4 2"(1+a)
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€igual a
" (2n—k
— ( n—k ) '
Mediante a mudancga de variavel m := n—k e uma aplica¢do da férmula
da adigao paralela resulta entdo que

; (2:_—:) :mizo <n ;m) _ (ZnJ 1)‘

7.1. Pela formula binomial tem-se

(14+V2)"+ (1 —V2)" = Zn: (Z) (V2)F + zi: (Z) (—DF(V2)F

(7)o e @)

k=0

Relativamente a cada a parcela em (3), note-se que

I
|4 (=1)F = {O, se k impar

2, sekpar
pelo que

(1) as e =23 (7)) 2t

k=0 ;ﬁﬁgrv eN
eN
€

-~

N
0 que prova o pretendido.

7.2. Case Base: n = 0. Neste caso tem-se
(1+v2)—(1-vV2)=1-1=0=0yv2, by:=0€N,

0 que prova o caso base.
Hipoétese de inducao: Dado n € N, qualquer, suponhamos que

1+ V2" — (1 —V2)" =b,V2

para um certo b,, € N.
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Tese de inducgao: Existe um b,,; € N tal que
(1+vV2)" — (1 = V2" = b, V2.

Para se provar a tese de indugao note-se que

1V - (1= V!

= (1+V2)"(1+V2) — (1 -vV2)"(1 - V?2)

:(1+\/§)”—(1—\/5)"+\/§<(1+\/§)"+(1—ﬂ)”),
onde, pela hipétese de indugéo,

(1+V2)"— (1 —V2)" = b,v2
e, pela alinea 7.1,
(1+V2)"+(1-V2)" eN.

Desde modo, designando por b, := b, + (1 ++v/2)" + (1 —v2)" € N,

obtém-se
(1 + \/§)n+1 o (1 _ \/§)n+1 _ bn+1\/§-

Pelo método de indugdo matematica, fica assim provado que para cada

neN,
(1+vV2)" — (1 —V2)" =b,v2

para um certo b,, € N.

8. Pela férmula da revisao trinomial tem-se

50 () -2

m=0

(nik> - @ <m—<l;—k>> - (nfm)

pela lei da simetria. Pela convolugcao de Vandermonde resulta entdo que

(12 ()65 - G0 -6

onde na ultima igualdade se utilizou mais uma vez a lei da simetria.
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