Capitulo 1

Divisibilidade e
Congruéncias

Neste primeiro capitulo veremos os tépicos basicos de Teoria dos
Ntmeros, como divisibilidade, congruéncias e aritmética médulo n.

1.1 Divisibilidade

Dados dois inteiros d e a, dizemos que d divide a ou que d é um
divisor de a ou ainda que a é um multiplo de d e escrevemos

d|a

se existir ¢ € Z com a = ¢d. Caso contrério, escrevemos d 1 a. Por
exemplo, temos que —5 | 10 mas 10 1 —5.
Fis algumas propriedades importantes da divisibilidade:

Lema 1.1. Sejam a,b,c,d € Z. Temos

(i) (“d divide”) Se d | a e d | b, entao d | ax + by para qualquer
combinacdo linear ax + by de a e b com coeficientes x,y € Z.

(ii) (Limitagdo) Se d | a, entao a =0 ou |d| < |al.

(i1i) (Transitividade) Se a | b e b | c, entdo a | c.

DEMONSTRAGAO: Se d | a e d | b, entdo podemos escrever a = dq; e
b = dg com q1,q2 € Z, logo ax+by = d(q1x+q2y). Como q1x+ g2y € Z,
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temos d | ax + by. Para mostrar (i), suponha que d | a e a # 0. Neste
caso, a = dg com ¢ # 0, assim |¢| > 1 e |a| = |d||q| > |d|. Finalmente,
se a|beb]|ec, entdo existem q1,q2 € Z tais que b = aqy e ¢ = bge, logo
¢ = aqiqo e portanto a | c. O

Vejamos como utilizar estas propriedades para resolver alguns pro-
blemas de divisibilidade.

Exemplo 1.2. Encontre todos o0s inteiros positivos n tais que 2n* +1 |
n3+9n — 17.

SoLugAo: Utilizando o “2n? + 1 divide” para reduzir o grau de n3 +
9n — 17, temos que

2n2 +1 | nd +9n —17
{2n2+1\2n2+1

— 2%+ 1| (P +9n—17)- 24+ (2n® +1) - (—n)

22 +1|17n — 34.

Como o grau de 17n — 34 é menor do que o de 2n? + 1, podemos utilizar
a “limitacao” para obter uma lista finita de candidatos a m. Temos
1Tn—34=0 < n=2ou[2n?+ 1| <|[17Tn — 34| <= n=1,4 ou 5.
Destes candidatos, apenas n = 2 e n = 5 sao solugoes. ]

Exemplo 1.3 (IMO1994). Determine todos os pares (m,n) de inteiros
n3+1
mn—1

positivos para oS quais € inteiro.

SOLUGAO: Vamos tentar reduzir o grau em n utilizando o “d divide”.
Temos
mn—1|n3+1 = mn—1|®>*+1)-m— (mn—1)-n?

— mn—1|n®+m.
Da mesma forma,

mn—1|n*+m = mn—1|n*+m)-m—(mn—1)-n

= mn—1|m?>+n
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e, finalmente,
mn—1|m>4+n = mn—1|(m*+n)-m— (mn—1)
= mn—1|m*+1

que é a mesma expressao com que comecamos, trocando n por m. Assim,
temos que a condicao é simétrica em m e n e as divisibilidades acima
sao todas equivalentes entre si. Portanto podemos supor sem perda de
generalidade que m > n. Utilizando a “limitagao” temos

mn—1|n*+m = mn—1<n*+m < mnh-1)<n’+ 1

2 d
Se n # 1 temos m < Zfll =n+1+ % Como estamos assumindo

m > n, se n > 4 temos apenas duas possibilidades: m =noum =n—+1.
Agora temos alguns casos a analisar.

e Sem>n=1devemosterm—1|12+m = m—1|m+1-
(m—1) <= m— 1|2 e portanto m = 2 ou m = 3, ambos os
casos fornecendo solugoes.

e Sem >n = 2devemos ter 2m — 1 | 22 +m = 2m — 1 |
2(m+4)—2m—-1) < 2m—-1|9 <= m=2oum =25,
ambos os casos fornecendo solugoes.

e Sem >n = 3 devemos ter 3m —1 | 32 +m = 3m —1 |
3(m+9)—Bm—1) < 3m—1]28 < m =5, que fornece
uma solugao.

e Se m = n > 4 devemos ter

n?—1|n?+n < n—-1|n
— n—-1|n—(n—-1) < n—-1]|1
0 que nao é possivel pois n > 4.
e Se m=n+1>5 devemos ter
(n+n—1|n>+n+1)

—nitn-1|n*4+n+1)-n*+n-1)

= ni+n-1]|2
0 que novamente nao é possivel pois n > 4.

Logo as solugoes (m,n) sao (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,2), (2,5), (5,2),
(3,5) e (5,3). 0
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1.2 mdc, mmc e Algoritmo de Euclides

Dados dois niimeros inteiros a e b com a # 0 ou b # 0, a cada
um deles pode-se associar seu conjunto de divisores positivos, D, e Dy
respectivamente, e a intersec¢ao de tais conjuntos D, N Dy é finita (pela
“limitagao”) e nao vazia (ja que 1 pertence a intersecgao). Por ser finito,
D, N Dy, possui elemento maximo, que é chamado de mdzimo divisor
comum (mdc) dos nimeros a e b. Denotamos este niimero por mdc(a, b)
(alguns autores usam a notagao (a,b)). Para a = b = 0 convencionamos
mdc(0,0) = 0. Quando mdc(a,b) = 1 dizemos que a e b sd@o primos
entre si.

Por outro lado, se denotamos por M, o conjunto dos multiplos po-
sitivos de mn, dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0 e b # 0,
entdo a intersecgao M, N M, é nao vazia (ja que |ab| estd na intersec-
¢ao). Como os naturais sao bem ordenados, M, N M, possui elemento
minimo. Tal nimero é chamado minimo miltiplo comum (mmc) de a e
b e o denotaremos por mmc(a, b) (alguns autores escrevem [a, b]).

Para calcularmos o mdc e o mmc de maneira eficiente, vamos descre-
ver o chamado algoritmo de Fuclides ou algoritmo das divisoes sucessi-
vas. Primeiramente, vamos relembrar o conceito de divisdo euclidiana,
ou divisdo com resto, que é uma das quatro operacoes que toda crianca
aprende na escola. Sua formulagao precisa é: dados a,b € Z com b # 0,
existem ¢, r € Z com

a=bqg+r e 0<r<lb.

Tais q e r estao unicamente determinados pelas duas condicoes acima
(veja o argumento a seguir) e sdo chamados o quociente e resto da divisao
de a por b. O resto r é também denotado por a mod b.

Para z € R, definimos o piso ou parte inteira |x| de x como sendo
o unico k € Z tal que k < z < k + 1; definimos o teto [z]| de z como
o tnico k € Z tal que k — 1 < 2 < k. Por exemplo, temos |v/2] = 1,
[V2] =2, [10] = [10] = 10, |~7] = —4 e [-7] = —3. Podemos agora
mostrar a existéncia de ¢ e r satisfazendo as duas condigoes acima: basta
tomar

_{La/bj seb>0

= (o 5 r =a—bg em ambos os casos
a se b <

e é facil verificar que 0 < r < |b| a partir das definigoes das fungoes piso
e teto. Por outro lado, se a = bg; + 1 = bga + 12 com 0 < ry,79 < |b],
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entao temos que ro—r1 = b(q1 —g2) é um multiplo de b com |ro—ry| < |b],
portanto ro — r; = 0 e assim ¢g; = ¢2 também, o que prova a unicidade.

Podemos agora descrever o algoritmo de Fuclides para calcular o
mdc, que se baseia na seguinte simples observagao:

Lema 1.4 (Euclides). Se a = bg + r, entdo mdc(a,b) = mde(b, 7).

DEMONSTRAGAO: Basta mostrar que D, N D, = Dy N D;, j& que se
estes conjuntos forem iguais em particular os seus maximos também
serao iguais. Sed € D,N Dy temos d |aed | b,logod |a—bg <= d|r
e portanto d € Dy N D,. Da mesma forma, se d € D, N D, temos d | b e
d|r,logod|bg+r <= d|aeassimde D,N Dy. O

O algoritmo de Euclides consiste na aplicagao reiterada do lema
acima onde ¢ e 7 880 0 quociente e o resto na divisao de a por b (note que
o lema vale mesmo sem a condigdo 0 < r < [b]). Como os restos formam
uma sequéncia estritamente decrescente, o algoritmo eventualmente para
quando atingimos o resto 0.

Exemplo 1.5. Calcule mdc(1001,109).

SOLUGAO: Realizando as divisoes sucessivas, temos

1001 =109 -9 + 20

109=20-54+9
20=9-2+2
9=2.4+1
2=1-240.

Assim, temos mdc(1001, 109)=mdc(109, 20)=mdc(20,9)=mdc(9,2) =
mdc(2,1) = mdc(1,0) = 1. O

Exemplo 1.6. Sejam m # n dois numeros naturais. Demonstrar que

m n 1  sea é par,
mdc(a®” +1,a*" +1) = p
2  sea € impar.
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SOLUGAO: Suponha sem perda de generalidade que m > n e observe a
fatoracao

2m—1 2m,—2

" —1=(a +1)(a + 1)((12m_3 +1)...(a* +1)(a® - 1).

Logo a?" +1=(a®" +1)-¢+2com q € Z e assim

mdc(a?” +1,a®" +1) = mde(a®” +1,2)

que é igual a 2 se a®" + 1 for par, isto é, se a for impar, e é igual a 1

caso contrario. O

Além de servir de ferramenta computacional para o cdlculo do mdc,
a divisao euclidiana tem consequéncias tedricas importantes. O préximo
teorema mostra que é sempre possivel escrever o mdc de dois ntimeros
como combinagao linear destes (com coeficientes inteiros).

Teorema 1.7 (Bachet-Bézout). Sejam a,b € Z. Entao existem x,y € Z
com
ax + by = mdc(a, b).

Portanto se c € Z é tal que ¢ | a e ¢ | b entao ¢ | mde(a,b).

DEMONSTRAGAO: O caso a = b = 0 ¢é trivial (temos x = y = 0). Nos
outros casos, considere o conjunto de todas as combinagoes Z-lineares
de a e b:

I(a,b) et {ax + by : x,y € Z}.

Seja d = axg + byp o menor elemento positivo de I(a,b) (ha pelo menos
um elemento positivo, verifique!). Afirmamos que d divide todos os
elementos de I(a,b). De fato, dado m = az+by € I(a,b), sejam q,r € Z
0 quociente e o resto na divisao euclidiana de m por d, de modo que
m=dq+re0<r <d Temos

r=m—dq = a(x — qro) + by — qyo) € I(a,b).

Mas como r < d e d é o menor elemento positivo de I(a,b), segue que
r =0 e portanto d | m.

Em particular, como a,b € I(a,b) temos que d | a e d | b, logo d <
mdc(a, b). Note ainda que se c| a e ¢ | b, entdo ¢ | axg + byy <= c | d.
Tomando ¢ = mdc(a, b) temos que mdc(a,b) | d o que, juntamente com
a desigualdade d < mdc(a, b), mostra que d = mdc(a, b). O
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Corolario 1.8. Sejam a,b,c € Z. A equagdo
ax +by =c

admite solugdo inteira em x ey se, e somente se, mdc(a,b) | c.

DEMONSTRAGAO: Se a equagao admite solugao inteira, entao mdc(a, b)
divide o lado esquerdo, logo deve dividir o direito também. Reciproca-
mente, se mdc(a,b) | ¢, digamos ¢ = k - mdc(a,b) com k € Z, pelo
teorema acima existem inteiros xg e yo tais que azg + byy = mdc(a, b) e
multiplicando tudo por k£ obtemos que x = kxg e y = kyg sao solugoes
da equacgao dada. O

Dados um inteiro n > 2 e inteiros ai,as,...,a,, nao todos nulos,
definimos recursivamente

mdc(aq,az, ..., a,) = mde(mdc(a, az,...,an-1),an).

E facil mostrar por inducao em n que este nimero ¢ um divisor positivo
comum de aq,as,...,a,. Também podemos provar por indugdao em n
que existem inteiros x1,xo,...,T, tais que a1z + asxo + -+ + apT, =
mdc(aq, ag, ..., ay,). De fato, pelo teorema anterior, existem u e v intei-
ros tais que mdc(mdc(ay, ag,...,an—1),a,) = mdc(ay,ag,...,an—1)u +
anv, €, se existem inteiros yi,Y2,...,Yn—1 COM aiy; + agys + --- +
Up—-1Yn—1 = mdc(ai,ag,...,an—1), temos

mdc(aq, ag, ..., a,) = mde(mde(ag, ag, ..., an-1),an) =

=mdc(ay,ag,...,an-1)u + apv = a1x] + g2 + - - - + ATy,

onde z; = yju paral < j <n—1e x, =v. Em particular, se d ¢ um
divisor comum de ay, ag, ..., a, entdo d | mdc(ay, az,...,ay).
O coroldrio anterior se generaliza entdo da seguinte forma: dado
c € Z, a equagao
aixri +axg + -+ anTy =C
admite solucao inteira em x1, x9, ..., x, se, e somente se,

mdc(ay, az,...,ay) | c
Temos uma outra importante consequéncia do teorema anterior:
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Proposicao 1.9. Se mdc(a,b) =1 e a| be, entdo a | c.

DEMONSTRAGAO: Como mdc(a,b) = 1, existem z,y € Z tais que
ar+by=1 = a-cx+ (be) -y = c. Do fato de a dividir cada termo
do lado esquerdo, temos que a | c. O

Lembramos que um natural p > 1 é chamado primo se os Unicos
divisores positivos de p sao 1 e p e um natural n > 1 é chamado composto
se admite outros divisores além de 1 e n. Observemos que 1 nao é nem
primo nem composto.

Claramente, se p é primo e p t a temos mdc(p,a) = 1. Usando a
proposicao anterior e inducao temos o seguinte resultado:

Corolario 1.10. Seja p um nidmero primo e sejam ai,...a,m € Z. Se
plai---am, entao p| a; para algum i, 1 < i < m.

O proximo lema resume algumas propriedades tteis do mdc:

Lema 1.11. Temos
1. Se p € primo, entdo mdc(a,p) é 1 ou p.
2. Se k € um inteiro, entdo mdc(a,b) = mdc(a — kb, b).
3. Se a| ¢, entdo mdc(a,b) | mde(c,b).

4. Se mdc(a,b) =1, entdo mdc(ac,b) = mdc(c, b).

DEMONSTRACAO: O primeiro item é claro e o segundo é apenas uma
reformulacao do lema 1.4. Para provar o terceiro item, observe que
mdc(a,b) | a e a | ¢ implicam que mdc(a,b) | ¢. Como também te-
mos mdc(a,b) | b, concluimos que mdc(a,b) | mdc(b,c) por Bachet-
Bézout. Finalmente, para mostrar o ultimo item, note primeiro que
mdc(c, b) | mdc(ac, b) pois mdce(c, b) divide simultaneamente ac e b. Re-
ciprocamente, para mostrar que mdc(ac, b) | mde(c, b), podemos escrever
ax + by =1 com z,y € Z por Bachet-Bézout. Assim, mdc(ac,b) divide
ac-x+b-cy = c e também divide b, logo divide mdc(c, b). O

Vejamos como podemos usar as propriedades acima para solucionar
0 seguinte
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Exemplo 1.12. Sejam a, = 100 + n? e d,, = mdc(ay,,an+1). Calcular
d, para todo n.

SOLUCAO: Aplicando a propriedade 2 temos que
dp, = mde(100 + 12,100 + (n 4 1)?) = mdc(100 + n?,2n + 1).

Como 2n + 1 é fmpar, mdc(4,2n + 1) = 1 e pelas propriedades 4 e 2
temos que

dp, = mdc(400 + 4n?,2n + 1)
= mdc(400 + 4n% — (2n +1)(2n — 1),2n + 1)
= mdc(401,2n + 1).

Como 401 é primo, entao mdc(401,2n+ 1) = 401 se 2n+ 1 = 401k (com
k = 2r + 1 inteiro impar) e mdc(401,2n+ 1) = 1 caso contrario, ou seja,

dn =

1 caso contrario.

{401 se n = 4017 + 200 com 7 € Z

A préxima proposi¢ao conecta o mde e o mmc de dois inteiros e pode
ser utilizada, juntamente com o algoritmo de Euclides, para o calculo
eficiente do mmc.

Proposigao 1.13. Sejam a e b dois numeros naturais, entdo

mdc(a, b) - mme(a,b) = a-b.

DEMONSTRAGAO: Escreva d = mdc(a,b) e a = ajd e b = bjd onde
ay,b; € 7 sao tais que mdc(aq,b;) = 1. Temos mmc(a,b) = al para
algum [ € Z; além disso, b | mmc(a,b) <= bid | a1dl <= by | a1l
Como mdc(ay,by) = 1, isto implica que b; | [ pela proposicao 1.9.
Pela definicdo de minimo multiplo comum, temos que [ deve ser o mi-
nimo numero divisivel por b;, assim concluimos que [ = b; e portanto
mmc(a, b) = bja. Logo mdc(a,b) - mmc(a,b) = d-bja=a-b. O
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Dados um inteiro n > 2 e inteiros ai,ao,...,a,, nao todos nulos,
definimos recursivamente

mmc(ay, ag, . .., a,) = mmec(mme(ay, ag, ..., ap—1),an).

E fcil mostrar por inducao em n que este ntimero é um multiplo po-
sitivo comum de aq,ao,...,a,, € que, se m é um multiplo comum de
ay,az,...,ay, entdo mmc(ay, ag, . ..,a,) | m.

A demonstragao que demos do teorema de Bachet-Bézout nao mostra
como efetivamente encontrar uma solugao de az + by = mdc(a,b). Po-
rém, isto pode ser feito utilizando-se o algoritmo de Euclides, como mos-
tra o exemplo a seguir. De fato, este exemplo pode servir como ponto de
partida para uma segunda demonstracao do teorema de Bachet-Bézout
(veja os exercicios).

Exemplo 1.14. Encontre todos os x,y € 7Z tais que

10012 4+ 109y = mdc(1001, 109).

SOLUGAO: Fazemos as divisoes sucessivas para o céalculo de mde(1001,
109) = 1 utilizando o algoritmo de Euclides (veja o exemplo 1.5). Em
seguida, isolamos os restos:

|

—[109]-
-5
@ 2
!=@—24

Note que a ultima divisao permite expressar o mdc 1 como combinagao

linear de 9 e 2:

[9]-1-[2]-4=1.
Mas da peniltima divisao, temos que |2 | = —@-2, logo substituindo
esta expressao na combinagao linear acima, temos

9]—(20]-[9]-2)-4=1 < [9]-9-[20]-4=1

e agora expressamos 1 como combinagao linear de 20 e 9. Repetindo este
procedimento, eventualmente expressaremos 1 como combinacao linear

9

[\~
o
Il
—_
S
o
—_

2l
|
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de 1001 e 109. Tomamos o cuidado de quais sdo os “coefici-
entes” a e b nas equagoes ax + by = mdc(a,b) durante as simplificacoes.
Continuando, obtemos

1 = (109]~[20]5)- 9 ~[20] - 4 = [109] - 9 —[20] - 49
1=[109]-9 — (1001 ] —[109]- 9) - 49 = [1001 |- (—49) 4 [109]- 450.

Logo uma solucao da equacao 1001z + 109y = 1 é (g, yo) = (—49, 450).
Para encontrar as demais, escrevemos o lado direito desta equacao uti-
lizando a solucao particular que acabamos de encontrar:

1001z + 109y = 1001z + 109yo <= 1001(z — z¢) = —109(y — yo)-

Como mdc(1001,109) = 1 temos pela proposi¢ao 1.9 que 1001 divide
Yy — Yo, ou seja, y — yo = 1001t para algum ¢t € Z e, portanto, x — xg =
—109¢. Assim, as solucoes da equacao dada sdo todos os pontos da reta
10012 + 109y = 1 da forma

(2,y) = (zo — 109t, yo + 1001t) = (—49, 450) + (—109, 1001) - ¢

com t € 7. O

Em geral, o raciocinio do exemplo acima mostra que se mdc(a, b) = 1
e (zo,yo) é uma solugdo da equagao ax + by = ¢, entao todas as solugoes
inteiras sao dadas por x = zg — bk e y = yg + ak com k € Z.

Exemplo 1.15. Sejam a, b inteiros positivos com mdc(a,b) = 1. Mostre
que para todo ¢ € Z com ¢ > ab— a — b, a equagdo ax + by = ¢ admite
solugoes inteiras com x,y > 0.

SOLUGAO: Seja (g, yo) uma solugao inteira (que existe pelo teorema
de Bachet-Bézout). Devemos mostrar a existéncia de um inteiro & tal
que

T =x9—bk>—1 e y=1yo+ak > —1,

ou seja,
1 1
a b
Mas isto segue do fato de o intervalo (—y%f, ro—lfl) ter tamanho maior
do que 1:
xo+ 1 Yo+ 1 arg+by+a+b c+a+d
b a ab ab
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1.3 O Teorema Fundamental da Aritmética

Estamos agora prontos para enunciar o teorema que caracteriza todo
numero natural em termos de seus “constituintes” primos.

Teorema 1.16 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2 um
numero natural. Podemos escrever n de uma unica forma como um
produto

n=p1Pm

onde m > 1 € um natural e py < ... < Py SGO PTIMOS.

DEMONSTRACAO: Mostramos a existéncia da fatoracao de n em primos
por inducdo. Se m é primo nao hé o que provar (escrevemos m = 1,
p1 =n). Se n é composto podemos escrever n = ab, a,b € N, 1 < a < n,
1 < b < n. Por hipétese de inducgao, a e b se decompoem como produto
de primos. Juntando as fatoragdes de a e b (e reordenando os fatores)
obtemos uma fatoracao de n.

Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha por absurdo que n possui
duas fatoracoes diferentes

n=pi1Pm=4q " qw,

com p; < ... <Py, 1 < ... < @y € que n é minimo com tal propri-
edade. Como p; | g1+ @qn temos p; | ¢; para algum valor de i pelo
coroldrio 1.10. Logo, como ¢; é primo, p1 = ¢q; € p1 > q1. Analogamente
temos q; < p1, donde p; = ¢q1. Mas

n/pL=Dp2- - DPm =q2 " @

admite uma tnica fatoracao, pela minimalidade de n, donde m = m’ e
p; = q; para todo %, o que contradiz o fato de n ter duas fatoracoes. O

Outra forma de escrever a fatoracao acima é
_ el e
n = pl s pn:’Lna
com p; < -+ < pm e ¢ > 0. Ainda outra formulagao é escrever

n = 2023358 pfr
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onde o produto é tomado sobre todos os primos mas apenas um numero
finito de expoentes é maior do que zero. Vamos nos referir a qualquer
destas expressoes como a fatoracdo canonica de n em primos.

A fatoracdo unica em primos se aplica em contextos mais gerais,
como veremos mais tarde. Aqui, como aplicacdo imediata do Teorema
Fundamental da Aritmética, vamos mostrar a prova atribuida a Euclides
para a existéncia de infinitos primos (uma prova com mais de 2000 anos
e que ainda funcional).

Teorema 1.17 (Euclides). Ezistem infinitos primos.

DEMONSTRAGAO: Suponha por absurdo que pi,p2,...,pm, fossem to-
dos os primos. O nimero N = pip2...pm + 1 > 1 nao seria divisivel
por nenhum primo p;, o que contradiz o Teorema Fundamental da Arit-
mética.

|

Observe que nao provamos que pip2 ...pPm + 1 € primo para algum
conjunto finito de primos (por exemplo, os m primeiros primos). Alids,
2-3-5-7-11-1341 = 30031 = 59-509 nao é primo. Nao se conhece nenhuma
férmula simples que gere sempre niimeros primos (veja a segao 7.2 para
uma discussao sobre este assunto).

Embora a quantidade de primos seja infinita, uma questao natural é
saber o quao “raros” ou “frequentes” eles sao. Na segunda parte do livro,
discutiremos mais a fundo esta questao sobre a distribuigao dos primos.
Por outro lado, é interessante notar que existem cadeias arbitrariamente
longas de niimeros compostos consecutivos: na sequéncia

K+ 1)1 +2,(k+ 1)1 +3,(k+ D +4, ..., (k+ D+ (k+1),

nenhum termo é primo, pois eles admitem fatores préprios 2, 3,4, ..., k+
1, respectivamente.

Uma interessante prova alternativa, devida a Erdds, de que existem
infinitos primos é a seguinte:

Suponha, por contradi¢ao, que existe um ntmero finito de primos,
digamos p1,po,...,pr. Seja n um numero natural. Entao podemos es-
crever qualquer nimero m < n na forma m = m2msy, onde m? < n
e

my = pit - py? - ik onde a; = 0 ou 1 para cada k.
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Assim, considerando todas as possiveis maneiras de escrever os naturais
m < n, temos: 2F escolhas para ms e no maximo |v/n] escolhas para
m1. Ou seja, para todo n natural, vale que

n < 28/n

absurdo, pois esta desigualdade nao vale para n suficientemente grande.
]

Exemplo 1.18 (OIbM1987). A sequéncia p, € definida da seguinte
forma:

(@) mn = 2.

(i) Para todo n > 2, p, é o maior divisor primo da expressao
p1p2ps - Pn—1 + 1.
Demonstrar que p, € diferente de 5.

SoLucAo: Dado que p; = 2, pa = 3, p3 = 7, segue-se que para qualquer
n > 3, p1p2 - pn—1 € miltiplo de 2 e de 3, portanto pips---pn—1 + 1
nao é multiplo nem de 2 nem de 3. Além disso, como p; = 2, entao p,
é impar para todo n > 2, assim pips - - - pp,—1 nao é multiplo de 4.

Suponhamos que exista n tal que p, = 5, isto é, o maior divisor
primo de pips - pp—1+1é5. Como 2 e 3 nao dividem pips -+ -pp_1+1,
temos que

P12 a1 +1 =5

Portanto

pip2 a1 =5 —1=0GB-10GFT+52 4. 4+ 54+1),
donde 4 | p1p2 - -+ pn—1, uma contradigao. O
Exemplo 1.19. Determine todas as ternas (a, b, c) de inteiros positivos
tais que a® = 2° + .

SOLUGAO: Como a? = 2°4¢* <= (a—c?)(a+c?) = 2%, pelo Teorema
Fundamental da Aritmética existem dois naturais m > n tais que m +
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n=>b,a—c*=2"ea+c?>=2". Subtraindo as duas dltimas equacdes,
obtemos que 2¢? = 2™ — 2" assim ¢? = 2"71(2m7" — 1), Como 2" ! e
2Mm=" —1 sao primos entre si e o seu produto é um quadrado perfeito (i.e.
os expoentes das poténcias de primos distintos sdo pares), novamente
pelo Teorema Fundamental da Aritmética 2"~ e 2™~ — 1 devem ser
ambos quadrados perfeitos, logo n—1 é par e 2™ " — 1 = (2k — 1) para
algum inteiro positivo k. Como 2" " = (2k — 1)2+ 1 =4k(k—1)+2 ¢
divisivel por 2 mas nao por 4, temos m —n = 1. Assim, fazendon —1 =
2t, temos que todas as solucdes sido da forma (a,b, c) = (3-2%, 4t +3,2)
com t € N e é facil verificar que todos os ntumeros desta forma sao
solucoes. O

Segue do Teorema Fundamental da Aritmética que todo divisor de

n=pi...ptr é da forma
P

com 0 < d; < e;. Assim, obtemos o outro algoritmo usual para cal-
cular o mdc de dois numeros: fatoramos os dois niimeros em primos e
tomamos os fatores comuns com os menores expoentes. Este algoritmo é
bem menos eficiente do que o de Euclides para inteiros grandes (que em
geral nao sabemos fatorar de forma eficiente computacionalmente) mas
é instrutivo saber que os dois algoritmos ddo o mesmo resultado. Além
disso, este algoritmo tem consequéncias tedricas importantes, como por
exemplo o

Corolario 1.20. Se mdc(a,n) = mdc(b,n) = 1, entdo mdc(ab,n) = 1.
DEMONSTRAGAO: Evidente a partir do algoritmo descrito acima. |

Para encerrar esta secao, vejamos ainda algumas outras aplicagoes
do Teorema Fundamental da Aritmética.

Proposicao 1.21. Seja n = p{'...p¢r a fatoragdo de n em poténcias
de primos distintos p; e seja oy (n) & Zd|n, d>0 d* a soma das k-ésimas
poténcias dos divisores positivos de n. Entdo

plerti_ g plem*Dk _ g

opln) =
") = P =1
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Para k =0, a formula acima deve ser interpretada tomando-se o limite
k — 0, de modo que a quantidade de divisores positivos de n € og(n) =
(61+1)'--(€m+1).

DEMONSTRAGAO: Como a soma na defini¢ao de oy (n) percorre todos os

nimeros da forma d* = pclllk e pg;”k com 0 < d; < e;, temos a seguinte
fatoracao:
on(n) = (L4 p} +p1° + - +p0%) o (L py +pi + -+ o).
(e;+1)k
Somando as progressoes geométricas 1+ pf + p?k 4t pfik =5 pk_1_1’
o resultado segue. ' 0

Proposicao 1.22 (Fatores do Fatorial). Seja p um primo. Entdo a
maior poténcia de p que divide n! € p® onde

n n n
SRR
p p p
Observe que a soma acima é finita pois os termos LI%J sao eventualmente
Zero.
DEMONSTRAGAO: No produto n! =1-2-...-n, apenas os multiplos
de p contribuem com um fator p. H& L%J tais multiplos entre 1 e n.
Destes, os que sdao miltiplos de p? contribuem com um fator p extra
e ha L]%J tais fatores. Dentre estes 1ltimos, os que sao multiplos de
p> contribuem com mais um fator p e assim por diante, resultando na
férmula acima. O

Exemplo 1.23. Determine com quantos zeros termina 1000!.

SOLUGAO: O problema é equivalente a determinar qual a maior potén-
cia de 10 que divide 1000! e como ha muito mais fatores 2 do que 5 em
1000!, o expoente desta poténcia coincide com o da maior poténcia de 5
que divide 1000!, ou seja,

1000 N 1000 N 1000 N 1000 510
5 52 53 54 | T

Assim, 1000! termina com 249 zeros. ]




