ALGEBRA LINEAR I 121002

Breve Resolugao

Grupo L

1. Como p(A) = —A(A*> =1 —2) = —A(A + 1)(A —2), os valores proprios da matriz A sdo
0, —1 e 2, trés valores proprios diferentes para uma matriz 3 x 3.
Podemos assim concluir que o seu traco é 0 — 1 + 2 = 1, o seu determinante é
0 x (=1) x2 = 0, A é diagonalizavel, e cada valor préprio tem multiplicidade

geométrica (e algébrica) igual a 1. A opgdo correcta é d).

2. Como F C G, podemos concluir que '+ G = G e F NG = F, portanto c) é

verdadeira e d) é falsa.

Para mostrar que a) e b) ndo sdo (sempre) verdadeiras podemos considerar os

contra-exemplos:

E =R° G ={(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0)), H = {(0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0)),

onde é facil ver que G + H tem dimensdo 4 (e portanto é diferente de E).

1 0 20 1 0
3. Como h = =2 , podemos concluir que a ultima coluna da
01 0 2 01

matriz que representa /1 em relagdo a base dada é , € portanto a), b) e d) sdo

pn OO O

falsas.

Para mostrar que c) é verdadeira teremos ainda de verificar que:

(1 1] > 11 [1 1] [o ol [o o] [1 o]
00 10 00 10 0 1 0 1
[0 0] o 1] [1 1] [o o] [o o] [1 o]
10 10 00 10 0 1 0 1
[0 0] [0 0] 00
0 1 0 2 0 1

4. f pode nao ser linear, pois adj A é construida a partir de determinantes de matrizes
(n — 1) x (n — 1) obtidas suprimindo uma linha e uma coluna de A. Como, para
uma matriz, B, m x m, se tem det (¢ B) = o det B, podemos concluir que f(a¢A4) =

a1 f(A) (e portanto f ndo é linear se n > 3).

1



h também nao € linear (a nao ser que n = 1), pois h(aA) = «"h(A).

g ndo é linear, pois g((x,y))) = (ax,ay, a’x(x + y)), que pode ser diferente de
a(x,y, x(x +y)) = (ax,ay,ax(x + y)).

p ¢é linear, pois

p((ar, by, c1) + (a2,b2,¢2)) = (a1 +ax)(1, 1, 1,1) = a1 (1,1,1,1) + a(1,1,1,1) =
plai,by,c1) + plaz, by, cz) e

pla(a,b,c)) = (@a)(1,1,1,1) = a(a(1,1,1,1)) = ap(a.b,c).

A opgao correcta € c).

Grupo II.
2
i) f(2,0,0,0) =2x?+2=2x1+ 2x*+ 0.x, logo a primeira coluna de 4 é | 2 |.
0
f(=1,1,0,0) = —x2 + x = 0x 1 + (=1)x? + L.x, logo a segunda coluna de A é
0
-1
1
Eh
f(1,1,2,0) =x2+x+2=2x1+1.x2+ 1.x, logo a terceira coluna de 4 é | 1
—1—
3
f(2,1,1,1) =2x2 + x +3 =3 x 1+ 2x? + 1.x, logo a quarta coluna de A é | 2 |.

2 0 23
Assim, A=|2 -1 1 2]|.
0 1 11

ii) Esquematicamente tem-se

B 1 Bz . 6/2
idRr,[x
R —I o Ry[x] — 2" R[]
idg,[x10f
04

Da proposicao 5.39 (ou da proposi¢ao 5.42) sabemos que

M(f: By, By) = M(id; Bz, By) M(f; B1, Ba),



portanto em cada coluna de Q vao estar as coordenadas, na base B), de cada

elemento de B,.

0
Como 1 =0(x?2+x + 1)+ 0(x + 1) + 1 x 1, a primeira coluna de Q é | 0 |.
1
1
Como x? = 1(x>+x+1)—1(x+1)+0x1, a segunda coluna de Q é | —1 |. (Como
0

é muito facil “adivinhar” a solucdo de x? = g2(x% + x + 1) + gaa(x + 1) + g3, é

escusado resolver formalmente este sistema.)

0
Como x = 0(x?2+x + 1)+ 1(x + 1) + (=1) x 1, a terceira coluna de Q é | 1
—1
0 1 0
Assim, Q = [0 -1 1
I 0 -1
2
(Como “prova dos nove” podemos calcular a primeira coluna de QA4, que é | —2 |,
2

e verificar se f(2,0,0,0) = 2x? + 2 é de facto igual a 2(x? +x + 1) —2(x + 1) +2.)

Grupo IIIL

0
Tem-se det(A — A1) = = (2—1)*(1 — 1)?, e portanto

os valores préprios sao A € {1,2}.

O espaco proprio associado a A = 1 corresponde as solu¢bes de x =y =w =0, e

portanto é gerado pelo vetor ndo nulo (0, 0, 1, 0)7.

O valor préprio A = 1 tem multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade geométrica
1.

O espacgo préprio associado a A = 2 corresponde as solu¢des de z = w = 0, e por-

tanto é gerado pelos vetores linearmente independentes (1, 0, O, O)T e (0, 1, 0, O)T.

O valor préprio A = 2 tem multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade geométrica
2.



Grupo IV.

i)

iif)

Uma vez que

1
A*+A4-61,=0 = A(A+1I,) =6I, = Ax A+ L) = I,

a matriz 4 é invertivel e a sua inversa é A~! = %(A + 1,).
Se A é valor préprio de A entdo existe u # 0 tal que Au = Au e o que implica

que A%u = A(Au) = A?u, e portanto
A%u 4+ Au = (A% + Du.

Mas por hipétese A%u + Au — 6u = 0 e portanto A*u + Au = 6u. Usando as
duas ultimas igualdades obtemos

A+VDu—-6u=0 —= (A>+1—-—6u=0 — A*+ 1 —6 =0, pois por
hipotese u # 0.

Tem-se (—2)®> + (—2) — 6 = —4 # 0, e portanto A = —2 ndo é solugdo de
A%+ A —6 = 0. Pela alinea anterior concluimos que —2 ndo é valor préprio da

matriz A.

FIM



