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INSTRUCOES
Leia com atencdo o que se segue antes de iniciar a sua prova:

Verifique se o enunciado desta prova possui, para além desta folha de rosto, mais 5 paginas,
numeradas de 2 a 6 e terminando com a palavra FIM.

O estudante ndo necessita de indicar qualquer resposta neste enunciado, pelo que poderé ficar
na posse do mesmo finda a prova.

Este exame consta de duas partes:

1) A primeira é constituida por 6 questdes de escolha multipla, em que apenas uma das respostas €
correcta. As respostas a estas questdes devem ser feitas na folha de prova (ndo neste
enunciado). Indique de uma forma clara a alinea que corresponde a resposta que considera
correta. Respostas que ndo sejam claras ou cuja interpretacdo seja ambigua serdo consideradas
nulas. Se desejar, pode incluir detalhes da sua resolucdo da questdo. Se desses detalhes o
professor verificar que respostas incorretas se deveram apenas a pequenos erros de calculo, estas
poderdo ser parcialmente cotadas.

2) A segunda é composta por 4 questdes estruturadas de producdo de resposta. Nestas respostas 0s
parametros valorizados sdo:

e O rigor cientifico do raciocinio usado, nomeadamente na identificacdo dos principios fisicos
em jogo e na colocacgdo do problema em equagéo.

e O rigor dos célculos efectuados, incluindo a expressao correta dos resultados (os valores
numéricos com os algarismos significativos e unidades adequados) e a interpretacdo dos
resultados (se aplicavel). Os resultados devem ser apresentados com 2 ou 3 algarismos
significativos.

e A questdo 4 esta cotada entre 3 e 5 valores, conforme a complexidade dos célculos e método
numerico apresentados. A soma desta questdo com as restantes é truncada a 20 valores.

Recomenda-se que:

e Leia com muita atencédo as questdes e selecione bem os dados e incognitas antes de responder.

e Responda primeiro as questdes que julgar mais acessiveis, e sO depois as questdes que
considerar mais dificeis.

¢ Revejaas resolucdes cuidadosamente antes de entregar a prova.

Pode utilizar a sua maquina de calcular mas ndo pode empresta-la a qualquer dos seus colegas.
Duracéo: 2h:30 min




FORMULARIO E VALORES DE CONSTANTES FISICAS
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Para uma ED do tipo T f(x,t)
Euler/Runge-Kutta 1:  x,,, =X, +f(t,x)h ; h=t -t
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Nota: x;, X;,, S840 0 mesmo que respetivamente x(t,), x(t;.,).




PARTE I

1. (1,5 val) Um avido Boeing 747 percorre 1100 m de pista em aceleracdo constante até descolar,
25,0 s depois do arranque. Qual a rapidez com que descola, em km/h?

A. 44 km/h B. 88 km/h C.158 km/h  D. 317 km/h E. 425 km/h F. 570 km/h

Trata-se de uma situagdo de MRUV. Da expressdo x = xq + vyt + %at2 podemos achar a
aceleracdo. Se repararmos bem, aqui x — x, = 1100 m e v, = 0. Isto leva a

1 m
1100 m = Ea(ZS,O )2 ea= 3,525—2
Usando agora v = v, + at obtemos a rapidez de descolagem, que é

v=(3525)(2505) = 88,0 31720,
S\ g2 T T s h

2. (1,5 val) Uma bola é deixada cair verticalmente de uma altura h, ressaltando no ch&o e subindo de
volta até uma altura h/3. Seja V; a rapidez da bola a chegada ao solo antes do ressalto e V, a
rapidez a chegada ao solo quando ela embate neste pela segunda vez. Quanto vale V4/ V,?

A. 1/2 B. 1/3 C.2 D.3 E. 1/\3 F. 3

No ressalto claramente a energia mecanica ndo € conservada, mas na queda de desde as alturas
méaximas (h, h/3) até ao solo, é-0. Assim, basta-nos aplicar AE,,, = 0 para a primeira queda e para a
segunda. Fazendo a origem do potencial gravitacional no solo (E,; = 0 para h = 0) e notando que
nas alturas maximas a energia cinética da bola é zero temos:

1
AERsolo — 0 o E, (h) = E,,(solo) © mgh = SMVE © vy = 2gh

5 h 1 h
AETI;LI/3 sl — 0 E,, (§> = E,,(solo) & mgg = Emv% S v, = 2g§

ﬁ:,/Zgh: Zgh: 1 _ 3
V2 , h ZgE 1/3
Zgg 3

O quociente V,/ V; é entdo




3. (1,5 val) Uma bola A, de 1,5 kg de massa, embate frontal e elasticamente a 2,0 m/s contra uma
outra, B, inicialmente em repouso. Seja x a direcdo do movimento das bolas. Apds o embate a

velocidade final da bola A é Va = +0,50 m/s. Quais sdo a massa da bola B e a sua velocidade
final?

A. Vg =3,5m/s ; mg=0,90 kg D. Vg =2,5m/s ; mg=0,60 kg
B. Vg =3,5m/s ; mg=0,60 kg E. Ve =1,5m/s ; mg=0,90 kg
C. Ve =2,5m/s ; mg=0,90 kg F. Vg =1,5m/s ; mg=0,60 kg

Sendo a colisdo frontal e elastica, conserva-se, além do momento linear, a energia cinética. Isto da-
nos, segundo a dire¢cdo do movimento e no Sl,
(conservagdo do momento) m,vu; + MpVp; = MyVsr + MpVps
1 1 1

(conserv. energia cinética) EmAvji + Evaéi = EmAvﬁf + Evaéf

(115)(2'0) +0= (115)(()'5) + vaBf
1 , 1 L1,
S (5RO +0 == (15)(05) +35msviy

A maneira mais simples continuar e obter mzvg, € notar que vaéf = vaBf(va). Isto permite
simplificar as expressoes:

5 ( _2,25_2,25_090k
2,25 = 7713173]“ { 2,25 = mgvg, Mp = Vpy 250 &
= =
3,00 — 0,1875 = E7,131,W(1,B],) 5,625 = 2,25, i 5625 g M
\ 225 s

4. (1,0 val) Um automovel acelera dos 0 aos 20,0 m/s em 4,00 s. As suas rodas tém 56,0 cm de raio.
Quantas rotagdes descrevem as rodas neste movimento?

A. 71 rot B. 56 rot C. 43 rot D. 11 rot E. 8,9 rot F. 5,0 rot
A . Av _ 20,09-0 m <
A aceleracdo linear é de a = == 03 = 5,00 = Isto corresponde a uma aceleracgdo angular de
a 5'00?2 893 rad
= - = - e ] —_—
s T AT 0560m 52

As rotacgdes descritas sdo entdo de (do enunciado w, = 0)

1 1 rad
0 =0, + wyt + Eatz - A0 = > (8,93 s_2> (4,005)? = 71,44 rad

Em rotagdes sdo (1 rot = 2w rad) 11,4 rotagGes.



5. (1,0 val) Um bloco de 2,5 kg de massa encontra-se encostado 25kg
a uma parede, comprimido contra esta por uma forca de 60 N ’
(c.f. figura). Qual o valor minimo do coeficiente de atrito 60 N —=

estdtico que permite que o sistema se mantenha em —
equilibrio? v EB&
A 24 B.15 C. 0,92 D.0,41 E. 0,15 F.0,9

Marcando as forcas temos, além da forca de compressao do enunciado, F, mais trés: a normal (azul),
0 peso (verde) e o atrito estatico (vermelho escuro). Para haver equilibrio o sistema tem de obedecer

a primeira lei de Newton, £F = 0. Escolhendo um referencial Xy usual temos

= m
2=0- { { { {jg = (2,5kg) (9,85—2) = 245N

$E,=0C -F+£=0l-mg+£=0°
Notando agora que f; < usFy — fi™** = usFy temos que o minimo valor de pg, que permite o
equilibrio é

245N

60 N

fit = usky © ps = =041

6. (1,5 val) Em Fisica, denominamos por “oscilador amortecido” um sistema massa-mola com forca

resistiva proporcional a velocidade. A equa¢do do movimento de um oscilador amortecido é

d®x _ dx

—2 - b —+ CO2X = O

dt dt
Com x a posicdo da massa, t o tempo, b e w constantes relativas a carateristicas fisicas do sistema.
Identifiqgue a varidvel dependente, a varidvel independente e os pardmetros desta equacao
diferencial. (Indique na folha de prova quatro respostas.)

X €: te:

A. A variavel dependente D. A variavel dependente
B. A varidvel independente E. A variavel independente
C. Um parametro F. Um parametro

b é: w é:

G. A variavel dependente J. A variavel dependente
H. A variavel independente K. A variavel independente
I. Um parametro L. Um parametro

O que se pretende saber da ED € a posi¢do como fungdo do tempo, i.e. x(t). Assim, a posi¢do x € a
variavel dependente, o tempo t a variavel independente e b e w sdo parametros.



PARTE Il

1. Um projétil é lancado horizonalmente, a 2,3 m/s, do topo de um edificio de altura desconhecida.
Ao fim de 3,5 s chega ao solo. Tratando o projétil como um corpo aproximadamente pontual,

Calcule:

a. (0,8 val) A distancia d, medida na horizontal, de
desde a borda inferior do edificio até ao local de N N
embate no solo. N N
b. (0,8 val) A altura h do edificio. oot \

c. (1,4 val) O angulo 6 que o vetor velocidade do
projetil faz com a horizontal no instante de
embate no solo.

(a) Segundo a horizontal o movimento de um projétil € um MRU. No referencial xy usual que
colocamos na figura, este é descrito por

x=x0+v0xt—>x=0+(2,3?)t
Ao fim de 3,5 s 0 projétil encontra-se em

m
d = (2,3 ?) (355) = 8,05m (8,0 m)

(b) Segundo a vertical, um projétil descreve um MRUV. Temos entdo, novamente no referencial xy,
1 m
— 2 — 2
y—y0+voyt+zat —>y—h+0—(4,9s—2)t
Como sabemos que a queda, i.e. y = 0, se da ao fim de 3,5 s vem

m 2
0=h—(4,9s—2)(3,55) o h=60m

(c) Para determinar 6 precisamos das componentes vetor velocidade. Ja sabemos a sua componente
horizontal, que é 2,3 m/s (enunciado). A componente vertical é

V.

m m
y = Voy +at =, =0-(985)t v, = 343

O angulo é entao

Vy —

)

v, —34,32
tgh == 0 = arctg Tms = —86,2°

O sinal negativo significa que o angulo é para baixo da horizontal (na figura esta apresentado o que
na verdade é o simétrico deste angulo).



2. Na figura abaixo os blocos A, B e C tém massas de respetivamente 3,0 kg; 4,0 kg e 6,0 kg. A
inclinacdo do plano € de 30° e ndo ha atrito.
A B x C Lx
6,0

(3 Q . 30kg 40
7 4
A

30° (

Considere os trés blocos como corpos pontuais e:

a. (1,0 val) Copie para a sua folha de prova o desenho dos trés corpos na metade direita e marque
nele as forcas que atuam sobre 0s COrpos.

b. (2,0 val) Calcule a aceleracdo do sistema e as tensdes nas cordas (designe por Fr; a tensdo na
corda entre A e B e Fy; atenséo entre B e C).

(a) Forcas marcadas no desenho. Azul escuro: normais, verde: pesos, vermelho: tensdes Fr; (claro) e
Fr1 (escuro). Marcdmos também na figura, a azul claro, um referencial local, ao longo da corda, i.e.
da direcdo do movimento.

(b) No referencial local indicado a 22 lei de Newton, £F = md, d&-nos, apés projeco no referencial,

( A,x: _FgA+FT1 :mAa (1)
B,x: - FTl + FTZ + FgB sen 30 = mga (2)
YF =mad — B,y: —Fygcos30+Fyz =0 (3)

C,x: —Fry + Fycsen30 =mea  (4)
C,y: —Fyccos30+ Fye=0 (5)

Nem todas estas equacBes vao ser necessarias para resolver o problema. Na verdade, apenas as
equacdes segundo os xx interessam (1, 2, 4). As equacdes segundo os yy (3, 5) sé seriam necessarias
se houvesse atrito ou outras forcas de tracdo.

Somando as equacdes 1, 2 e 4 as tensdes cancelam e temos, no Sl,
(D + (@) + @) > (—Fya + Fr1) + (—Fry + Fry + Fygsen30) + (—Fr, + Fy¢ sen 30)

=mya+mga+mea & —myg + m3g5+ mcgz = (my +mg + mga

1 1
= (—mA +§m3 +§mc)g =(my+mg+mega ©a

—304+240+26,0
2 2 sa=—g
30+40+ 6,0 13

=g = 1,507522 (1,5?2)

O valor positivo significa que o Substituindo este resultado em (1) e (4) obtemos as tensfes. A 2 A.S.
temos



m m
(1) > —Fya + Fry = mua & Fry = (3,0kg) (1,507 S—Z) + (3,0 kg) (9,85—2) =339N (34N)

m m
(4) » —Fpy + Fycsen30 = mea & Frp = (6,0 kg) (9,85—2) — (6,0 kg) (1,5075—2)
= 498N (50N)

3. Uma massa de 3,60 kg é acoplada a uma mola. A
mola é comprimida de 8,00 cm e largada,
desprendendo-se dela a massa a uma rapidez de ’_, o
2,80 m/s. A massa entra numa zona com atrito, e —
imobilizando-se apds ter percorrido 4,50 m nesta < >

(c.f. figura). 4,50 m
Questdes:

a. (0,5 val) Calcule o impulso recebido pela massa desde a compressdo da mola até ao seu
desprendimento.

b. (0,5 val) Determine a constante elastica da mola.
c. (1,0 val) Calcule o coeficiente de atrito cinético entre a massa e a zona com atrito.

d. (1,0 val) Descreva as transformacGes de energia que ocorreram no sistema desde a
compressdo da mola até ao imobilizar da massa.

(@) Sejam ‘i’ e ‘f* os instantes respetivamente de compressao maxima da mola e de desprendimento
da massa. Aplicando o teorema de impulso-momento temos, segundo a direcdo do movimento

m
I=Apel=pp—p; &1 =mv—0=(360kg) (280 ?) =10,08N.s (10,1N.s)

(b) Durante a expanséo da mola sé atua a forca elastica, que € conservativa. Da definicéo E, ¢jqsc =
1 ~ . A x
> kx? e da conservacdo de energia mecanica vem

2

i f 1 5 1 2 mvy
Emi = Enms © Epetase + Ect = Eporas + Eey © 5kx? +0=0+-mvf ok =—- <k
m 2
(360 kg) (2807) siro (411 kN)
~ (0,0800m)?2 m \' " m

(c) Na derrapagem apenas atua a forca de atrito, que € ndo-conservativa. Sejam agora ‘i’ e ‘f* os
instantes respetivamente de desprendimento da massa e de término da derrapagem. Do corolario
Wy = AE,, temos

WNC = Emf — Emi =1 WNC =0 —Emvlz



~ . . . N . - e 1
Todo este trabalho ndo-conservativo é devido a forca de atrito cinético, logo Wy, = —gmviz-

Combinando este resultado com a defini¢éo de trabalho (W = F- A7) e a forma da forca de atrito
cinético (fi, = wiFy = wpmg) vem

5 1 1 1
Wy, = fi - AF = —Emviz & fiAr cos«(F,Ar) = —Emvl-2 & wmghr(—1) = —Emviz S Uy

2
_ b

~ 2gAr

)

2 (9,8 S%) (4,5 m)

= 0,088

(d) No pico da compressdo toda a energia mecénica do sistema esta na forma de energia potencial
elastica. Soltada a corda a essa energia € progressivamente transformada em energia cinética da
massa, até que, no momento do desprendimento, toda a energia é cinética. Chegada a zona com
atrito, a massa vai perdendo gradualmente essa energia cinética, que vai sendo transformada em
aquecimento da prépria massa e do solo.

4. (de 3,0 val a 5,0 val) O arrasto do ar é uma forca que é aproximadamente proporcional ao
quadrado da velocidade. No entanto, ndo € exatamente igual: além do termo quadratico existem
termos lineares, cubicos, etc. Se incluirmos p.ex. um termo linear num problema de queda de um
grave, a 22 lei de Newton torna-se

dv
m—=
dt

—av—bv® +g

(g = aceleracdo da gravidade, +y para baixo) Obtenha uma expressdo aproximada para a rapidez
de um grave, largado do repouso, de 0,40 kg com a = 0,10 kg.s e b = 0,80 kg/m no primeiro
segundo da queda. Utilize o0 método de Euler ou Heun/previsor-corretor (pontos extra se resolver
por Heun) com um passo temporal de 0,20 s e execute as cinco iteragcBes necessarias (pontos extra
se fizer mais).

Fazendo uma tabela vem

Instante | Rapidez Previsor Rapidez Heun | Previsor Corretor
Euler (m/s) Euler f(t,v) (m/s) Heun f(t,v) Heun f(t,v")
0 0 9,8 0 9,8 1,6268
0,2 1,96 1,6268 1,14268 6,902894835 | -3,564486371
0,4 2,28536 | -1,217080659 1,476520846 5,070642169 | -3,229329993
0,6 2,041943868 0,950444512 1,660652064 3,869306429 | -2,662338838
0,8 2,23203277 | -0,721948769 1,781348823 3,008255535 | -2,153127317
1 2,087643017 0,561582517 1,866861645 2,362939786 | -1,730911283

Os resultados sdo algo diferentes porque o problema é muito sensivel ao passo
causam instabilidade numérica. Se se continuar as contas vamos verificar que a velocidade estabiliza

no valor terminal é v, = 2,152 ? valor que pode ser obtido analiticamente (experimente!).

FIM

. Passos maiores




