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1.a - O grafico com o passo (h) de 0,2 s
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1.b - O grafico com o passo (h) de 0,4 s
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O grafico com o passo (h) de 0,6 s
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Oscilador Harménico

0.6)

=== linha 1: x(t) RK2-Heun (h
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O grafico com o passo (h) de 1,0 s
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de dois erros na solucao numérica comparativamente com a solugao
analitica. Primeiro, verifica-se um erro de fase, ou seja, com o passar
do tempo (t), a frequéncia com que cada maximo e minimo ocorre é
maior na solugdo numeérica face a analitica. O outro erro identificado,
€ o crescimento da amplitude, que também se torna cada vez mais
evidente com o decorrer do tempo (t).

Do estudo do grafico com passo de 0,4 s, verifica-se que a
amplitude do método numérico aumenta ao longo do tempo, passando
de ~1 para valores acima de 1,3-1,5, j@ 0os minimos e maximos
também comegam a surgir um pouco antes dos analiticos,
desfasamento que cresce ao longo do tempo. Observando o grafico
com passo de 0,6 s, verificam-se os mesmos fendmenos, mas de forma
mais clara, a amplitude cresce mais depressa, chegando a atingir
valores ~3, e o desfasamento aparece mais cedo e é bem mais claro.
Examinando o grafico com passo de 1,0 s, torna-se visivel a
instabilidade numérica, pois a amplitude explode, crescendo para
dezenas/centenas, de tal forma que torna a comparagao de fase quase

irrelevante.
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1.c - No didlogo com o ChatGPT, obteve-se a seguinte resposta:

Porque é que o RK2 (Heun) néo coincide com a solucdo analitica no MHS?

No movimento harmonico simples ideal (sem atnito), o sistema é conservativo: a energia mecanica total
2
E = imv® + 1k2?

mantém-se constante, e o movimento & uma oscilagdo perfeita com frequéncia angular w. Para w =
1rad/s, 2(0) = 1 m ew(0) = 0, a solugio analitica é x(t) = cos t. Esta solugio representa, no espago

de fase (:r., tr:}, uma trajetdria fechada (idealmente “circular/eliptica”) com energia constante.

Quando aplicas um método numérico como o RK2 (Heun), deixas de ter evolugdo continua e passas a ter
uma sequéncia de “saltos” de duragiio h = (1,2 8. 0 método estima a aceleragio e a velocidade com base
em valores dentro do intervalo, mas continua a ser uma aproximagdo: em cada passo existe um pequeno

desvio inevitavel entre a dindmica real e a dindmica "discretizada”.

1) Efeito fisico mais importante: ndo conservacédo exata da energia
O MHS é particularmente sensivel porque a energia alterna continuamente entre:

- : crion 17,2 - :
= energia potencial eldstica s kz® (maxima nos extremos),

* energia cinética %‘mtrg (méxima no equilibrio}.

A solugdo analitica faz esta troca sem perdas nem ganhos, mantendo F rigorosamente constante.

J4 0 Heun ndo impd&e essa conservagdo. O que acontece fisicamente é que o integrador pode introduzir um

“trabalho numérico” artificial:

* em alguns métodos isso aparece como amortecimento numérico (3 amplitude decai),
* noutros, como o Heun neste tipo de sistema, pode surgir injegdo numérica de energia (a amplitude

cresce ligeiramente).

E por isso que, ao longo do tempo, podes observar picos de .r{ﬂ a ficarem um pouco acima de 1 m (ou,
dependendo da implementagdo e do passo, um ligeiro decaimento). Ndo é um fenomeno fisico real; & um

efeito do método.

Nesta primeira parte da resposta, a IA explica que o RK2 (Heun)
nao coincide com a solugao analitica do movimento harmédnico simples
porque a evolucao continua é substituida por um processo iterativo,
em que o tempo é dividido em intervalos de tamanho h (o0 “passo do
algoritmo”) e a solugdo é construida ponto a ponto. Esta ideia é correta,
mas importa sublinhar que os “saltos” ndao sao fendmenos fisicos, mas
sim do procedimento de cédlculo, que sé garante uma aproximacdo nos
instantes ¢t,,.

No movimento harmodnico simples, a equacao do movimento

decorre da 2.2 lei de Newton, YF =ma, com uma forca elastica
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proporcional ao deslocamento e ao sentido de retorno, sendo que a
solugdo analitica traduz exatamente esta relacdo durante todo o
intervalo de tempo, descrevendo um oscilador ideal e conservativo. Por
sua vez, o método de Heun tenta aproximar essa dinamica usando o
esquema previsor—-corretor, em que primeiro faz uma previsao do valor
no fim do passo (tipo Euler) e depois aplica uma correcao usando a
média entre a derivada no inicio e a derivada avaliada no fim previsto.
Assim, embora se reduza o erro face ao Euler simples, ndo se elimina
o facto essencial, ou seja que em cada iteracao existe um erro local
inevitavel que, ao repetir-se, pode propagar-se e acumular-se,
afastando progressivamente a solugao numérica da analitica.

O aspeto mais critico, que a IA identifica corretamente, é a
consequéncia dessa discretizagdo num sistema conservativo, ou seja,

que no movimento harmdnico simples ideal a energia mecanica E =
1 1 ~
Emv2 +5ka deve manter-se constante, contudo o Heun nao tem um

mecanismo que imponha essa conservagao quando atualiza x e v por
estimativas dentro de cada passo. A IA poderia ser ainda mais precisa
ao frisar que este efeito nao deve ser interpretado como “novo
comportamento fisico” do oscilador, mas como um artefacto do
integrador, onde pequenas discrepancias numéricas podem equivaler
a um ‘“trabalho” artificial, surgindo qualitativamente como
amortecimento numérico (energia a decrescer, amplitude a diminuir)
ou como injecdo numérica de energia (energia a crescer, amplitude a
aumentar). Assim, picos de x(t) ligeiramente acima de 1m resultam do
passo finito e da regra iterativa usada para aproximar a dinamica,
sendo tanto mais visiveis quanto h representa uma fracdo maior do

tempo caracteristico do movimento.
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2) Outro efeito tipico: erro de fase (a oscilacio “perde o compasso”)

Mesmo quando a amplitude parece quase correta, o método pode reproduzir uma oscilagdo com uma
frequéncia ligeiramente diferente da frequéncia real. Em termos fisicos, € como se o integrador "visse” uma
mola com rigidez um pouco alterada, porque a forma como estima aceleragdo e velocidade dentro de cada

passo ndo coincide exatamente com o comportamento continuo.
Resultado observavel:

* ps5 maximos e minimos do RK2 aparecem um pouco adiantados ou atrasados face aos da solugio
analitica;

* esse desfasamento é pequeno no inicio, mas acumula-se a cada periedo.

Este é o motivo mais comum para duas curvas comegarem quase coincidentes e depois "descolarem” ao fim

de alguns ciclos.

3) Por que o passo h = (),2 importa (linguagem fisica)

O passo h é a tua “resolugio temporal”. Com & = 1, o pericdo é T' = 27 =~ 6,28 5. Com h = 0,2 s, tens

cerca de 31 pontos por periodo — normalmente suficiente para um bom tragado.
Mas mesmo com boa resolugdo, o método continua a:

* ndo conservar energia exatamente,

* introduzir um pequeno erro no “timing” da oscilagio.

E se aumentares h, esses efeitos tornam-se muito mais visiveis: a aproximagio deixa de capturar
corretamente a troca energia cinética/potencial dentro do passo, e a oscilagdo numérica passa a ter

amplitude e fase cada vez menos fiéis.

Nesta segunda imagem, a IA desloca o foco para um efeito
diferente do anterior, o erro de fase, isto &, a discrepancia no “timing”
da oscilacao. Esta explicacdo € pertinente porque, mesmo que a
amplitude pareca razoavel num primeiro momento, um método
iterativo com passo finito pode reproduzir uma oscilagao com periodo
ligeiramente diferente do real, fazendo com que maximos e minimos
surjam progressivamente adiantados ou atrasados relativamente a
solucdo analitica. A metafora de o integrador “ver” uma mola com
rigidez alterada é fisicamente util como interpretacdo qualitativa, pois
traduz o facto de a regra discreta (a forma como estima as grandezas
ao longo de cada passo) conduzir a uma dinamica efetiva proxima, mas

nao idéntica, a do sistema continuo.
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Ainda assim, a IA poderia precisar melhor a origem deste
fendmeno, ou seja, que o erro de fase ndo resulta apenas de “estimar
aceleracao e velocidade dentro do passo”, mas do facto de o método
aproximar a evolugao por incrementos finitos, o que altera ligeiramente
a taxa de rotacdo da trajetdoria no espaco de fase. Por isso, o
desfasamento é pequeno em cada ciclo, mas acumula-se ao longo de
muitos periodos, justificando a observacao de curvas que comecam
guase coincidentes e depois “descolam”. Importa também evitar a
leitura de que o sistema “muda” fisicamente, tal como no caso
energético, trata-se de um artefacto numérico, ndo de uma alteragao
real da rigidez da mola.

Na parte final, ao discutir o papel do passo h, a IA acerta ao trata-

|II

lo como uma medida de “resolucao temporal” e ao quantificar o nimero
de pontos por periodo (com w =1, T = 2w, logo h = 0,2s da cerca de 31
pontos por ciclo). No entanto, convém reforcar que “ter muitos pontos
por periodo” é condicdo sobretudo para um bom tracado visual, ndo
uma garantia de fidelidade dinamica por tempos longos, sendo que em
oscilagdes, o erro de fase é tipicamente sistematico e a discrepancia
no tempo dos extremos cresce com o numero de ciclos. Assim, ao
aumentar h, o problema ndo é apenas “*menos pontos”, mas o facto de
cada iteracao cobrir uma fracdo maior do periodo e passar a
representar pior a curvatura do movimento dentro do intervalo,

tornando o desfasamento temporal cada vez mais evidente.

1.d - Para obter resultados numéricos mais corretos no MHS, eu
atuaria em duas frentes complementares: diminuir o passo temporal h
e aumentar a ordem do método de Runge-Kutta. Ao reduzir h, passo
a amostrar a dinamica com maior resolucao, captando melhor a
variacao continua de x(t) e v(t) dentro de cada intervalo, o que diminui
o erro acumulado e reduz sobretudo o erro de fase que se vai somando
ciclo ap0ds ciclo. Em paralelo, ao usar um método RK de ordem superior

(por exemplo RK4 em vez de RK2), a aproximacao local da evolugao
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deixa de ser quase linear/quadratica e passa a representar melhor a
curvatura real da solugao, diminuindo significativamente o erro por
passo e, consequentemente, a diferenca face a solugcdo analitica ao
longo do tempo. Na pratica, estas duas medidas, h menor e RK de
maior ordem, tornam a trajetdria numérica mais fiel ao comportamento
ideal do oscilador, com melhor coincidéncia de fase e amplitude no

intervalo de simulacgao.
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