E-FOLIO A

Proposta de resolucao

1.1. Resposta: Pretende-se determinar a matriz inversa da matriz A.

1.2. Resposta: A resolugao estd errada a partir da etapa (d). As transformagoes
clementares efetuadas até a etapa (c) nado apresentam erros. Ao aplicar a trans-
formagao elementar 3 — f5 & matriz da etapa (c) é obtido —1 na posigao (3,5) da

matriz da etapa (d), no entanto deveria ter sido obtido —5, porque —3 — 2 = —5.

1.3. Resposta: Corrigindo a resolucdo a partir da etapa (d), tem-se

10170 1 0 1001 6 -1

. ﬁ 0151 2 0 Tﬁ 01 0| 6 27 =5
3—+t2 1—%3

00 1|—-1 =5 1|3 |00 1|-1 -5 1

Assim, conclui-se que a matriz inversa da matriz A é

1 6 -1
At=16 27 =5
-1 -5 1

2.1. Resposta: Considere o sistema linear, dependente dos parametros «, 5 € R:

—r+ y—z=-3
ax + ay =0
ay —z=—4

Discuta o sistema em funcao de a e 8 (isto é, determine para que valores de av e 5 o
sistema é impossivel, possivel determinado, ou possivel indeterminado) e resolva-o

quando possivel.

2.2. Resolugao: Com vista a classificar o sistema linear, considera-se a matriz

ampliada e reduz-se esta a uma forma mais simples via transformacoes elementares



sobre as linhas —algo ja feito no enunciado:

—r+ y—z=-3 -1 1 —-1|-3
ar + ay =3 —[A|B]= a o 0p — ...
ay—z=—4 0 o —1|—-4
11 -1|-3 )
— 0 « —-1|-4

0 0 2—a|pf—3a+38
A classificagao do sistema faz-se com base na proposicao 2.11 [p. 202, 6 edigaol:
e Ser(A) <r([A|B]) = Sistema Impossivel (SI);
o Ser(A) =r([A|B]) =n = Sistema Possivel e Determinado (SPD);
o Ser(A)=r([A|B]) <n = Sistema Possivel e Indeterminado (SPI).
A matriz ampliada * presta-se a seguinte analise:

e Sea#0e2—a#0,ousejaa#0ea#2 amatriz x estd em escada e
r(A) = r([A|B]) = 3, pois todas as linhas de % sd@o nao nulas. Neste caso, o

sistema é possivel e determinado (independentemente do valor de 3) e

—3a+8
2—a)z=0—-3a+8 < Z:ﬂQOH_’
-«
—4
ozy—z:—4<:>yzz = b+ o 5
« a2 — a)
—r+y—z2=-3 < x:3+y—z:w.
a2 — a)

. _ B—a—af B4+a  B—3a+8
- CsS. = {( a(2—a) ' a(2—a)’ 2—a >}

e Sea =2,
-1 1 —-1|-3
* = 0 2 —-1|-4
00 0|B+2

Neste caso, * também estd em escada. Logo r(A) = 2. Agora, das duas uma:

— Se B # —2, entado r(A) = 2 < r([A|B]) = 3, logo o sistema ¢ impossivel.
— Se f = =2, entdo r(A) = 2 = r([A|B]) < 3, logo o sistema é possivel



indeterminado. Transformando * na forma em escada reduzida, tem-se

-1 1 —-1]-3 1 -1 1| 3
x=1 02 -1|—4|— |0 1 —-1]-2
—t1
00 O Oz |0 0 00
10 3| 1
— |0 1 —1|-2
L1+l
00 0] 0

S CS. ={(1-32-2+1z2): z€R}.

e Se a = 0, ainda é necessario uma transformacao elementar sobre as linhas

para que a matriz ampliada fique em escada

-1 1 —-1|-3 -1 1 —-1|-3

* = 00 —1|—-4  — 00 —-1|—-4
lo+201

0 0 2| 5+8 00 0|p

Assim, das duas uma:

— Se 5 # 0, entao r(A) =

2 < 1r([A|B]) = 3, logo o sistema ¢é impossivel.

— Se B = 0, entdo r(A) = 2 = r([A|B]) < 3, logo o sistema ¢é possivel

indeterminado. Transformando na forma em escada reduzida, tem-se

-1 1 —-1|-3 1 -1 113
00 —1|—-4 - 0O 0 14
00 010 2 |0 0 00
1 -1 0]-1
— |0 0 1| 4
b —Ly
0O 0 0] O
“CS. ={(y—1,y,4): y € R}.
Conclusao:
a#0ANa#2A3€R SPD, CS. = {(55=%, 5%, 5555 )
B#0 SI, C.S.=g;
a=20
5=0 SPI, CS. ={(y —1,y,4): y € R};
B # =2 SI, C.S. =g;
a=2
B =-2 SPI, C.S.={(1—13z-2+1z22): z € R}.
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3.1. Resposta: De acordo com os calculos parciais apresentados, o que esta a ser

calculado é o determinante da matriz A:

S O = Ot
S = Ot O
= ot O O
o oY O O

utilizando o Teorema de Laplace (desenvolvimento do determinante de A seguindo
a linha 1).

3.2. Exemplo de calculo:

5600
156 0
Al =
0156
0015
56 0 1 6 0
=5x (=1D)"1 5 6/+6x (=)0 5 6
015 015

F0x (=D)L +0x (1)L

= 5% [(5:5-54+6-6-0+0-1-1)—(0-5-0+1-6-5+5-1-6)]
Regra de Sarrus
—6x[(1-55+6-6-0+0-0-1)—(0-5-04+1-6-1+5-0-6)]

Regra de Sarrus

=5x[(1254040) —(0+30+30)] —6 x [(25+0+0) — (04 6+ 0)]

=5 x (125 — 60) — 6 x (25 — 6)

=5x65—-6x19
=325 —-114
=211



4.1. Respostas possiveis:
o Resolva o seguinte sistema.
o Dados o seguinte sistema, determine os valores de x e de y.

o Considere o sistema nas incognitas x, ¥y, z, sobre R,

r+2y+3z=4
(S) 2x+3y+2z=4.
3r+2y+ z=4

Justifique que (5) é um sistema de Cramer e resolva-o, utilizando a regra de

Cramer.

4.2. Resolugao: Procederemos segundo o seguinte enunciado:

Considere o sistema nas incégnitas x, y, z, sobre R,

rT+2y+32=4
(S) S22+ 3y +22=4.
3r+2y+ z=4

Justifique que (5) é um sistema de Cramer e resolva-o, utilizando a regra de Cramer.

Iniciaremos por apresentar o sistema (S) na sua forma matricial

AX =B,
1 2 3 x
sendo A = |2 3 2| a matriz dos coeficientes do sistema, X = |y| a matriz das
3 21 z
4
incégnitas e B = |4| a matriz dos termos independentes.
4

Pela definigao 2.14 [pagl12] (6 edigao), do manual adotado, temos que:

“um sistema de equagoes lineares AX = B é um sistema de Cramer se

A é uma matriz quadrada e invertivel.”



A matriz A é uma matriz 3 x 3 (3 linhas, 3 colunas) logo, uma matriz quadrada.

Para justificarmos a sua invertibilidade, analisaremos o seu determinante:

3 2
21

2 3
2
2 1

2 3
3

Al=2 3 2/ =1
3

(Laplace segundo a 1* coluna)

—3-4-2(2-6)+3(4—9)=—8

Pela proposicao 3.23 [pag. 144], uma matriz A € M, (K) é invertivel se, e s6 se,
det(A) # 0. Uma vez que det(A) = —8, diferente de zero, a matriz A é invertivel,
encontrando-se reunidas as condi¢oes para podermos afirmar que (S) é um sistema

de Cramer.

Passemos a segunda parte da questao, a resolucao do sistema (5) através da regra
de Cramer. De acordo com a regra de Cramer, Proposi¢do 3.31 [pag. 152], este
sistema de equagoes lineares, AX = B, com A € Mjy3(R) invertivel, tem uma

(inica) solugdo na forma

(det(A(l)) det(A ) det(A(3))>
det(A) " det(A)  det(4) )’

onde para cada j = 1,2, 3, A é a matriz que se obtém da matriz A substituindo a

coluna j pela coluna de B.

Célculos auxiliares:

4 2 3
3 2 2 3 2 3
det(Apy) =14 3 2| =4 5 1|~ 4 5 1 +4 5 (Laplace segundo a 1* coluna)
4 2 1
= 4% (—1) — 4 X (—4) +4x (=5) = —4+ 16— 20 = 8,
b4 4 2 4 3 4 3
det(Ap) =12 4 2|=1 - +3 (Laplace segundo a 1* coluna)
341 4 1 4 1 4

= 4-2x(—8)+3x(—4)=-4+16—12=0,

12 4
det(Ag) =12 3 4 134224+324(L1 do a 1% coluna)
e = = — aplace segundo a 1- coluna
®) 92 4 o 4] g 4 P &
3 9 4
— 4 2x0+3x(—4)=4—12= -8



Aplicando a regra de Cramer, obtemos os seguintes valores para as variaveis z, y e z:

T ) "5 YT dm S8 YT dm) s b

O conjunto solugao deste sistema de equagoes lineares sera:

C.S. = {(1,0,1)}.

5.1. Averigue se b é combinacao linear de (1,2,3), (2,3,4) e (3,2,1).
Sejam u; = (1,2,3), us = (2,3,4) eusg = (3,2,1). O vector b = (1, 3,6) é combinacao
linear de uq, us € uz se existirem escalares aq, as, a3 € R tais que

b= aqyuy + asus + azus.

De modo equivalente, b é combinagao linear de uq, us e ug se e s6 se o sistema linear

1 2 3
Az = b é possivel, onde A = [uy us ug] = [2 3 2| ez = (a1, 2,a3) € R3. Pelo
3 41
método de Gauss,
1 2 3|1 1 2 311 1 2 3|1
Az =0 & 23 23|—|0 -1 4|1 |—>]0 -1 -4 |1
lo—201 l3—20o
34 1|6 636 |0 —2 —8(3 0 0 0|1

A terceira linha da matriz anterior é equivalente a uma equacao impossivel (0o +
Oas + 0 = 1) e logo o sistema Ax = b é impossivel. Conclui-se que b = (1,3,6)

nao é combinacao linear dos vectores u; = (1,2,3), us = (2,3,4) e ug = (3,2, 1).

5.2. Indique uma base de R?® contendo uma base de U.

Considere-se o espago vectorial U = (uq, ug, ug), onde uy = (1,2,3), us = (2,3,4) e
ug = (3,2,1). Observa-se que —bu;+4us = —5(1,2,3)+4(2,3,4) = (=5, —10, —15)+
(8,12,16) = (3,2,1) = uz. Logo, ug é combinacao linear dos vectores u; e uy e tem-se
U = (uy, ug, usz) = (uy, us).

Por outro lado, os vectores u; = (1,2,3) e ug = (2,3,4) ndo sao multiplos um
do outro. Tal implica que a sequéncia (uj,us) é linearmente independente. Como
(u1,us) é uma sequéncia geradora de U linearmente independente, entao (u,us) é
uma base de U.

Pela alinea 5.1, sabe-se que o vector b = (1, 3, 6) nao é combinagao linear dos vectores



uy, us € uz. Logo, em particular, o vector b nao pertence ao espago vectorial U. Tal
sugere que se considere a sequéncia (uy,us,b) e que se demonstre que se trata de
uma base de R? que contém uma base de U.

Sabe-se que uma sequéncia com trés vectores distintos constitui uma base de R3 se
1 21

e s0 se a sequéncia for linearmente independente. Se B = [u; up b] = [2 3 3
3 46

tiver caracteristica 3, entao a sequéncia (uq, ug,b) é linearmente independente. Pelo

método de Gauss,

1 21 1 2 3 1 2 3

B = 233|—10 -1 1|——>]0 -1 1
52—2f1 EB—QZQ

34 6| 63 |0 -2 3 0 0 1

Deduz-se que B tem caracteristica 3 e logo ((1,2,3), (2,3,4),(1,3,6)) é uma base de

R3 que contém uma base de U.

5.3. Calcule UNV.
Por 5.2, sabe-se que (uy,us) é base de U. Logo V u € U existem «a, § € R tais que

u=au + Pus = a(1,2,3) + £(2,3,4) = (a+ 26,2 + 35, 3a + 40).

Uma vez que UNV = {u € R¥: w € UAu € V}, entdo u € V se satisfizer a equagio
definidora de V: 2x + 3y + 92 = 0. Assim,

20 +268) +3(2a 4+ 36) + 9(Ba +45) =0 < 2a + 66 + 6+ 98 4 27+ 366 = 0

&350 +498=0sa= 13

Ora,

_%5(17273) +ﬁ(273’4) = ﬁ(_% ‘|‘2,—% +37__T21 +4) = 5(

olw

Por conseguinte, tomando ¢ = % 3, tem-se
Unv ={t3,1,-1): t e R} = ((3,1,-1)).
Note-se que a sequéncia ((3,1,—1)) é base de U NV porque o gerador é nao nulo.

5.4. Mostre que U + V = R3.

Como U,V sao subespacos vetoriais de R?, uma maneira expedita de mostrar a



igualdade consiste em usar o teorema das dimensoes:
dim(U+V) =dimU +dimV — dim(U NV), (%)

uma vez que ja se sabe por 5.2 que dimU = 2 e por 5.3 que dim(U NV) = 1. Falta

calcular uma base de V para saber dim V. Da equagao definidora de V' tem-se

20 +3y+92=0z=—3y—

N[©

z.
Subsistindo = em (z,y,z) € V, tem-se
(=3y — 32:9,2) = (=39,5,0) + (=32,0,2) = y(—3,1,0) + 2(=3,0,1).
Tomando o = 2y e [ = 2z resulta que
V ={a(-3,2,0) + (—9,0,2): a, 5 € R} = ((—3,2,0),(—9,0,2)).

Como a sequéncia ((—3,2,0),(—9,0,2)) é linearmente independente [nenhum dos
dois vetores é multiplo do outro] e gera V', entdo é base de V. Logo dimV = 2.

Substituindo o valor das dimensoes em (*), obtém-se
dim(U+V)=2+2—1=3.

Visto que U +V C R? e dim(U + V) = 3, entdo U +V = R3,

Maneira alternativa sem usar o teorema das dimensoes.

Por 52 U = ((1,2,3),(2,3,4)) e V = ((—3,2,0),(—9,0,2)) pelos calculos acima
efetuados, logo U +V = ((1,2,3),(2,3,4),(-3,2,0),(—9,0,2)). Considerando a
matriz cujas linhas sao os geradores de U+V e aplicando transformagoes elementares

sobre as linhas tem-se

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 4 0 —1 —2 0 —1 —2 0 —1 -2
R R —

3 2 0| 20 |0 8 9| ts+86 0 0 —7 | @t |0 0 —7
l3+301 £4+180o

—9 0 2| Bt | o 18 29 0o 0 —7 0 0 0

Pela proposicao 4.20 [p. 204, 6* edicao], U +V = ((1,2,3),(0,—1,—2),(0,0,=7))
e pela proposigao 4.27 [p. 213] a sequéncia ((1,2,3), (0,—1,—2),(0,0,—7)) é linear-
mente independente, pois a matriz cujas linhas sao os vetores (1,2,3), (0, —1, —2),

e (0,0,—7) ja estd em escada e todas as linhas tém pivo. Assim, a sequéncia

1,2,3),(0,—1,—2),(0,0,—7)) é base de e por isso U +V = R~.
2,3),(0,—1,-2),(0,0,—7)) é base de R3 U+V =R3
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