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I - ESCOLHA MULTIPLA

Grelha de Correcao

1.-a) 2.-a) 3.-d) 4.-b)

Justificagao

1. A afirmagao verdadeira é a a). De facto, da segunda equagcao resulta que a,,_1 = —b,+3b,_1.
Substituindo na primeira equagao vem —b,, 11 + 3b, = b,_1 — 2(—b,, + 3b,_1) e, portanto,

anrl = bn + 5bn717

para todo n > 1.
Note que os primeiros 5 termos de cada uma destas sucessoes sao:

&0:1,&1:—1,a2:4,a3:—1,a4219,&5:14,
b(]:l,b1:2,b2:7,b3:17,b4:52,b5:137,
pelo que b), ¢) , d) sdo afirmagoes falsas.

2. A afirmagao verdadeira é a a), porque (i) e (ii) sdo ambas verdadeiras.

(i) Temos que 7' —2' =5, 72— 22 = (7—-2)(7T+2)=5-9, 7 - 25 = (7T—2)(T*+2-7+2?%)
= 5-67. Mais geralmente,

T2t = (T=2)(T 2 TR 22 T 2R T2

- para uma demonstracao rigorosa podemos recorrer ao método de indugao matematica.
Logo, 7" — 2™ = bk com k € N e, portanto, 7" — 2" é multiplo de 5.

(ii) Temos que ug = 0, u3 =7 — 2 = 5, pelos que os dois primeiros termos das sucessoes u,
e v, coincidem. Além disso

9. (7n71 _2n71) . 14 (71172 _21172)
=(7+2)- 7t —(74+2)-2" 2.7 724 2.7.2"2
=Tt 42T =T ot 2 T T T = T

Logo (u,,) satisfaz a relagao de recorréncia linear x,, = 9z, — 14z, _o, n > 2, sujeita as
condigdes iniciais g = 0, x; = 5. Segue-se que (u,) coincide com (v,).

3. A afirmagao verdadeira é a d). Por definigao a,, = a\! + f\} é uma solucao da relacao de
recorréncia linear x,, = ax,,_1 + bx,_o se A1 e Ay sao as raizes do polinémio caracteristico da
recorréncia. Portanto, neste caso, como a, = 2"+ 3(—1)" vem que a = 1, § =3 e que A\; = 2
e )\2 = —1.
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4. Para n = 1, a unica sequéncia de comprimento 1 que termina em 1 é: 1 - donde a; = 1.
Para n = 2 as sequéncias que terminam em 1 sao: 01 e 11 - donde ay = 2. Assim as afirmagoes
a) e c) sao falsas. Agora suponhamos n > 2. Uma sequéncia de comprimento n ou comega
por 0 e a seguir tem de vir 1, porque nao pode ocorrer um bloco 00, ou comega por 1:

o1 ... ou 1

(gt N ———

an—2 an—1

Portanto a,, = a,,_1 + a,_2 e b) é verdadeira.

II - PROBLEMAS

1
5. a) O caso base é verdadeiro, pois temos dy = 1 = 0! Z o

Escolhido e fixado um n € N, admitamos que
d, = n! ok Hipé de Induca
"_HZE (Hipdtese de Inducao)
k=0

Provemos que

dpy1 = (n+1)! Z (Tese de Indugao)

Passo de Inducao: Tem-se

"1
dpi1=Mm+1)d, +1=(n+1) (n! E) +1 (pela hipdtese de indugao)
k=0
=(n+1)! Y l+1—(n+1)' Y i+(n+1)' !
n k! B k! (n+1)!
k=0 k=0
v (S ) =
k! n+1 P k!

com o que fica provada a tese de inducao.
Pelo método de inducao matemadtica fica entao provada a igualdade do enunciado para
todo o n € N.

b) Aplicando o método da substituicao de diante para trés, obtemos

dy=nd, 1+1=n((n—1d, o+1)+1=nn—-1)d, 2 +n+1
=nn—1)((n—2)d,—3+1)+n+1
=nn—-1)n-2d, 3+nn—-1)+n+1=---
=nn-1)---2-Ddo+ (n(n—1)---3-2)+---+nn—-1)+n+1
:n'+( nm—=1)---3-2)+--+nn—-1)+n+1

n

! - 1 ~ 1
—Z m=—1)---(n—k+1) = Zﬁ:n'zmkvjkn'zg
k=0 k=0

k=0

6. a) Estando-se no estado 2, ha duas possibilidades de ir para o estado 1 e trés possibilidades
de obter directamente a solucao (i.e., ir para o estado 0). Logo, as = 2a; +3 = T.
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b) Claramente,
ap = 20,1+ 3a,_o (n >3).

O polinémio caracteristico desta férmula de recorréncia é p(t) = t* — 2t — 3, cujas solugoes sao
—1 e 3. Logo, a, é da forma

a, = a(—1)" + g3".
Calculam-se os valores das incognitas de modo a que a; = 2 e ay = 7. Ficamos com o sistema:

—a+38=2ea+98 =7, cuja solucao é a = i ef= %. Logo, a,, = %((—1)" + 3L,

7. O polinémio caracteristico, da recorréncia dada, é p(t ):t —t+1=(t— 1+T*/§’)(t — 1_7*/‘3”),
1—

pelo que a solucao geral é dada por a, = a(H‘m) + 5( ) ,n >0, para alguns «a, 8 € C.

Dado que ay = 2 e a; = 4, obtemos o sistema

a+pB=2 atpf=2 wt =2
: : 1 3i =
a1+\/§z+51—2\/§z:4 = (‘1+5)§+<‘1_5)@:4 <z>{(a—5%/§i:6
2

9 2
R a+p=2 R a=1-—+3i
a—f=-2V3i B=1++3i

A solucao da relagao de recorréncia é, pois,

(1_v§)<L+JE> ﬂ+v@ﬂ<1_;@ﬁ

(1= VB +VE)" + (14 VB (1= VB

2n
Temos que (1 — \/5@)(1 + \/§z) = 4. Por outro lado, \/12 + \/52 =2earctgV3 = %, donde
14+vV3i=2 (cosg—i—iseng) , 1—3i=2 (cos% —iseng).

Segue-se, para n > 0, que

4((14 V3"t + (1= V3i)" )

a, = o
4.9n-1 ((cos + 2sen 3) el + (cos% —7sen %)n_1>
p— 2n
—1 —1 —1 —1
(n—1)m
=4
CoS 5

8. a) Temos que a; =3byp —ap = —4, by =by+a9p=4,a, =3by —a; =16 e by = by + a; = 0.

b) As sucessoes (a,) e (b,) sao definidas pelo sistema de recorréncias

ap = 3bn—1 — Qp—1
bn = bnfl + ap1
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Da segunda equagao, obtemos a,,_1 = b, — b,_;. Logo também a, = b,,1 — b,. Substituindo
na primeira equagao, vem b, — b, = 3b,_1 — b, + b,_1 ou seja b, = 4b,_1 e, portanto

bn = Obn—l + 4bn—2 e bo = 0, b1 =4.

Temos, assim, uma férmula de recorréncia para a sucessao (b,), cujo polinémio caracteristico
é

p(t) =1 —4 = (t —2)(t +2).

As solucoes desta férmula de recorréncia sao da forma b, = 2" + 3(—2)", com «a,f € R.
Sabe-se que by = 0 e by = 4. Assim, resolvendo o sistema

a+p=0 e Jo= —5=1
2 — 26 =4 B=—1
obtemos a solugao b, = 2" — (=2)" = 2"(1 — (=1)") = 2"(1 + (=1)"*!). Segue-se que

ap = byyq — b, = 2" — (=2)"h — 2" 4 (—2)" = 27(1 + 3(—1)").

9. a) Temos

01 1] ({0 1 1 2 11
A’=11 0 1| ({1 0 1| =11 2 1|, logo as=2,0by=1;
1 1T 011 10 1 1 2
2 1 110 1 1 2 3 3
A=A A=|1 2 1| |1 0 1| =3 2 3|, logo ag=2,by=3.
1 1 2({]1 10 3 3 2
No caso geral
Gp41 anrl anrl Qp, bn bn 011
but1 Ani1 bpyr | = A" =A" A= b, a, b,| |1 0 1
bn—l—l bn-l—l An1 bn bn Qp 110

2b,, a, +b, a,+b,
= la, + b, 2b,, a, + by,
a, +b, a,+b, 2b,,

Apt+1 = an
e, portanto, .
bn+1 =a, + bn

b) Temos

:an+bn:2bn_1+bn=, para n > 2.

Por outro lado,

=2b, =2(ap_1+by_1) = 20,1+ 2b,_1 = 2a,_1 +a, = , para n > 2.

c) Como by, 1 = b, + 2b,_1, para n > 2 entdo o polindmio caracteristico associado a esta
relacao de recorréncia é:

p(t) =1 —t—2.
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Temos

1+1+8
PO =0 = t=-—"——=0 = t=-1Vt=2

Assim, a solugao tem termo geral

b, = a(—1)" + 52", para alguns «, 5 € R.

Temos by =1 e by =1, logo
_ 28 — - _
a+28=1 L 1/3
a+4p5 =1 g=1/3

1 1 (_1)n+1_'_2n
by = ——(—1)"4 =2 =22 1%
3( )"+ 3 3

Portanto

, para todon > 1.

Assim,

3

= , para todon > 1.
0 sen=1 3 P -

2, 1 sen>2 [2EUEN gep>2 0 (=1t 4+ 2n
Ay = = __~ 7 @
0 sen=1

FIM
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