Analise Infinitesimal
21175 — ano lectivo 2022-2023
13 de janeiro de 2023

e-f6lio B — proposta de resolugao

1. Considere a seguinte fungao

22\ T—zx ;.
(o) 72 \/7_|_ = pror’ se t & impar
xXr) = =
X _t IQ 7+I ,
— -7 setlépar

ondet € T ={1,2,3,4,5,6} & o namero da Turma.

(a) Determine o dominio de f.

(b) Usando a defini¢do, prove que f é diferenciavel no ponto x =0 e
calcule f'(0).

(c) Estude a existéncia de assintotas verticais ao grafico de f.

Resolucao:

a) Para determinar o dominio da fungao f vamos estudar as funcoes a
partir das quais f é obtida.

A funcao f é um quociente de duas funcoes e a funcao no denominador,
fi = x —t tem dominio Dy, = R. Logo, a tnica restricao resultante
desta funcao tem a ver com a sua condicao de denominador e, portanto,
nao se poder anular no dominio de f:

{reR:2—t#0} ={zecR:x#t} =R\ {t}.

Para t impar: No numerador temos o produto da funcao fo = 22, de-
finida em Dy, = R, pela funcao f3 = /7 — z, que apenas estd definida

1



para

Dy ={zecR:T—2>0}={xecR:2 <7} =]-00,7].
Portanto o dominio de f é

Di={zeR:zeDyNoveDyNxeDyANe—t#0},
o que d& a interseccao

Dy = (R\{t}) N ]=00,7] = ]—o0, 7]\ {t}.

Para t par: No numerador temos o produto da funcao f, = 22, defi-
nida em Dy, = R, pela fungao f3 = /7 + x, que apenas esta definida
para

Dyy={reR:7T+x>0}={r€R:2x> -7} =[-7,+o0|.

Portanto o dominio de f é
Df:{IERil’GDfl/\ZL’GDh/\ZEEDf3/\.73—t7£0},
o que da a interseccao

Dy = (R\{t}) N [=7,+oo[ = [=7, +oo[\ {t}.

b) O ponto x = 0 pertence ao dominio da fungao f. Vamos calcular o

limite
i @ =10 _ @)
x—0 €xr — O z—0

dado f(0) = 27 =,

Substituindo a expressao da funcao f obtemos

22 \/T+(=1)tz

7+ (—1)

fm Tt gy SV 0xVT
z—0 x x—0 xr—t —t

dado t # 0.

O limite anterior pode ser calculado directamente pois no numerador
temos uma fungao continua no seu dominio (dado ser o produto da
identidade pela raiz quadrada de uma funcao continua resultante da
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soma, ou diferenga, de uma constante e da identidade) e no denomina-
dor temos uma funcao continua dado ser a diferenca entre a identidade
€ uma constante.

Como o limite existe entao a funcao f é diferencidvel no ponto x = 0.
Para além disso f'(0) tem o valor do limite, isto ¢ f'(0) = 0.

¢) A funcao f é continua no seu dominio dado ser o quociente de duas
funcoes continuas. A justificacao para a continuidade dessas funcoes é
dada na alinea anterior, com o monémio % em vez da identidade no
numerador.

Como f é continua no seu dominio entdo nao existem assintotas ver-
ticais em Dy. Podem existir assintotas verticais em pontos aderentes
ao dominio Dy que nao pertencam ao dominio. Neste caso o tinico
candidato é o ponto x = t. Se se verificar, para algum dos limites
laterais

lim f(z) =400 ou lim f(z)=+o00

Tt r—tT

entao a recta de equacao r =t é uma assintota ao grafico de f. Vamos

calcular ,
/ 1)t
lim f(z) = lim VT )x

Tt~ Tt Tx—t

Podemos fazer o calculo directo dos seguintes limites, dado as funcoes
envolvidas serem continuas. No numerador temos lim = 2% \/7 + (—1)tz =

Tt
t*\/7+ (=1)t > 0 e no denominador temos lim = —¢ = 07, isto &,
Tt~

temos um valor negativo que tende para zero pois = tende para t por
valores inferiores atexr <t=x—t<t—t=0.

Portanto lim f(x) = —oo e podemos concluir que a recta vertical z =t
Tt~

¢ uma assintota ao gréafico de f.

2T+ (1)
x x
(Analogamente, podemos calcular lim f(z) = lim (=1) .O
o Tt Tt x—1
limite do numerador é um valor positivo, tal como no caso anterior, e o
limite do denominador é 0" pois z tende para t por valores superiores

atex>t=x—1t>t—t=0. Assim, este limite lateral da +oc.)



2. Calcule o limite seguinte:

1
lim — In(e" +tx+0b
mﬁlrlloo 2(x 4+ a) n(e” +tz +9),
onde t € T = {1,2,3,4,5,6} é o numero da Turma e as constante a e
b sdo obtidas em fungdo de ¢, com a(t) =t —3 e b(t) =5 —t, de onde
resulta a € A ={-2,-1,0,1,2,3} ebe B={-1,0,1,2,3,4}.

Resolucao: O ponto da recta estendida +oo é aderente ao dominio da
funcao pois, para x suficientemente grande, temos x > —a e, portanto, o
denominador nao se anula, e ainda e*+tx > —be, portanto e*+tx+b >
0 e a funcdo In(e® + tx + b) esté definida.

Temos lim 2(z + a) = +o00. Por outro lado, temos lim €* = 400 e
T——+00 T—+00

t > 0, de onde resulta lim e®+tzx+b = +o00 e, portanto lim In(e”+

T—400 T—>+00

tr + b) = +o0. Logo o limite pedido d4 uma indeterminacao do tipo

>.
Vamos tentar usar a Regra de Cauchy para resolver este limite. Seja

f(z) =In(e” +tx +b) e g(x) = 2(x 4+ a). Sabemos que xkgloo % da

uma indeterminacao do tipo =.
oo

Consideremos o intervalo I =]2,4+o00[ ou outro da forma I =]c¢, +o00]
onde ¢ é escolhido tal que em I a funcao f(x) esteja definida e g(z) nao
se anule (escolhendo um valor de ¢ inteiro, teremos ¢ > 2 para a turma
1, ¢ > 1 para a turma 2 e ¢ > 0 para as turmas 3 a 6). Neste intervalo
as fungoes f(z) e g(z) sado diferencidveis pois f(z) é a composigdo da
fungao diferenciavel In(x) e da adigao das fungdes diferenciaveis e”, a
funcao obtida pelo produto da constante ¢ com a identidade z, e a
constante b, e g(z) é uma funcao diferenciavel pois é o produto de uma
constante com a adicao de outra constante e a identidade .

As derivadas das fun¢oes sao

, (" +tx+Db) er +t

e*+tr+b  eT+tr+b

£(2) = (In(e" + tw + b))
que estd definida em [ e
J(x) = 2z +a) =2,

que estd definida e nao se anula em 1.
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Vamos agora calcular o limite

e“4t z
f'(x) li & Hatb . e+t

| R ———
T—400 g/(;c) T—+00 2 9:—1>r—l{loo 2(6"” +tx + b)

Temos no numerador lim (e” 4 t) = 400 e, no denominador,
T—+00

1151_1 2(e” + tr + b) = +oo. Vamos entdo usar novamente a Regra
T—r+00

de Cauchy. Sendo fi(x) = e+t e gi(z) = 2(e” + to + b) temos que

lim hi(z)
z—+o0 g1 ()
lhante ao anterior, temos que fi(z) e g1(z) sdo ambas diferenciaveis,
fi(x) =¢€" e ¢gj(x) =2(e” + 1), e ¢’(x) ndo se anula em 1.

da uma indeterminagao do tipo 2. Escolhendo I seme-

Calculamos o limite

filz) Y e” _ 1 1 1

= — =1 .
ctoo gl(x) | arioo 2" +1)  aotoo 21+ L) 2(14+0) 2

Podemos entao concluir, pela Regra de Cauchy, que também

. filw) . f(x) . et +t 1
lim = lim lim —m——
ztoo gi(x) a—too ¢/(x)  wotoo 2(e* 4+ tx+b) 2

e, novamente pela Regra de Cauchy, temos

. f(ac) . 1 1
lim 222 — lim ——— In(e® + ¢ h) = =.
;L’—>1+OO g(x) ;L’—>1+<>o 2(1; + a) <€ v ) 2



3. Considere a seguinte fungao

tre~T-0%  ge t & fmpar
g(:z:) _ (—1)t+1t$ e(—l)t(7—t):c _
—tr 6(7725)56

ondet € T'={1,2,3,4,5,6} & o nimero da Turma.

se t é par

(a) Faca o estudo da fun¢io respondendo as seguintes questdes:

i. Determine o dominio de g.

ii. Calcule os zeros da funcao g.

iii. Estude a continuidade da funcao g.

iv. Verifique se g é uma funcao par ou impar.

v. Estude a existéncia de assintotas ao grafico de g.

vi. Calcule a derivada da funcao g.

vii. Estude a monotonia e encontre os extremos locais da funcao

g.

viii. Calcule a segunda derivada da funcao g.

ix. Estude a concavidade e encontre os pontos de inflexao de g.
(b) Desenhe o grafico de g representando claramente as caracteristicas

estudadas na alinea anterior, incluindo os pontos e as assintotas
encontradas.

Resolugao: a) i. A fungao g(x) tem dominio R pois é o produto de
um monémio (produto de uma constante pela fun¢ao identidade) pela
composicao da funcao exponencial com outro monémio, funcoes que
estao definidas em todo o R.

ii. g(x) =0 (=1)"*tz =0V eV (T8 & 3 = ( pois a exponencial
nunca se anula.

iii. A funcdo g(z) é continua pois é o produto de um mondémio (pro-
duto de uma constante pela fungido identidade) pela composicio da
funcao exponencial com outro monémio, sendo os monémios e a funcao
exponencial continuas.



iv. g(—z) = (=1 (—z) eV 0D = (1) bz eDTHT02 ) difere
de g(z), pelo que a fungao nao é par, e difere de —g(x), pelo que a
funcao também nao é fmpar.

v. Como o dominio é R e a funcao é continua no seu dominio en-
tao o grafico nao tem assintotas verticais. Vamos procurar assintotas
horizontais e obliquas.

Para t impar: Podemos calcular directamente os limites seguintes pois

- . ~ . .. . gz
as funcoes envolvidas sao continuas. Calculamos o limite lim Q =
r——00 x

tr e—(?—t)a:
lim ——— = lim te (Y2
r——00 T T——00

de z negativos temos —(7 — t)z > 0. Isto é, nao existem assintotas
quando x tende para —oo.

= 400, pois 7T—t > 0 e para valores

Calculamos agora o limite

t —(7—t):c
im 99 o T e — 0 = 0. Entio

r—+oco I T—4-00 €T T——400
se existir uma assintota ao grafico quando x tende para —oo, esta seré

horizontal, isto é, tera declive m = 0. Vamos agora calcular o limite

] — = i — — ] *(77t)I i
ml_l}I_noo (g(x) —m x x) mgr—{loo (9(x) —0 x x) Ihm tre , i

—+00

mite este que da uma indeterminacao do tipo oo x 0. Podemos trans-

formar esta indeterminagao numa do tipo 2 reescrevendo o limite

t
da forma = lim ——— e usando de seguida a Regra de Cauchy
T—+00 e(7ft)x

para o calcular. Seja I = R, as funcoes no numerador e no de-
nominador de quociente considerado sao ambas diferenciaveis em [
(dado serem, respectivamente, o produto de uma constante pela iden-
tidade, e a composicao da exponencial com o produto de uma cons-
tante pela identidade), com (tx)" = t e (e(™9%) = (7 — )Tt
e a funcdo (7 — t)e(™? nunca se anula em R. Para além disso,

lim [ i =0 ite conclui
x—1>r—&{loo m = x—1>r—&{loo m = U, 0 que permite concluir,

pela regra de Cauchy, que

. . tx
Jm (g(z) =0x2) = lim Zrr =0
Logo, a assintota existe e tem ordenada na origem b = 0. Portanto,
quando x tende para —oo o grafico da funcao tem como assintota a

recta de equacao y = 0.



Para t par: Podemos calcular directamente os limites seguintes pois

x
as funcgoes envolvidas sao continuas. Calculamos o limite lim M =
r——+00 T
—tx T
lim ————— = lim —te™% = —o0, pois 7—t > 0. Isto &, nio
T——+00 €T r——+00

existem assintotas quando x tende para +oo.

Calculamos agora o limite

—t (7T—t)z
i 90 g T 00 — 0= 0. Fae

T——00 €T T——00 €T T——00
tao se existir uma assintota ao grafico quando x tende para —oo, esta

serd horizontal, isto é, terd declive m = 0. Vamos agora calcular o

limite

lim (g(z) —mxz) = lim (g(z)—0xz) = lim —tze™9% -
— r——00 T

T—r—00 ——00

mite este que da uma indeterminacao do tipo oo x 0. Podemos trans-

formar esta indeterminagao numa do tipo = reescrevendo o limite

da forma = lim (7—2) e usando de seguida a Regra de Cauchy
z——o00 e~ U—1)Z

para o calcular. Seja I = R, as funcoes no numerador e no de-
nominador de quociente considerado sao ambas diferenciaveis em [
(dado serem, respectivamente, o produto de uma constante pela identi-
dade, e a composicao da exponencial com o produto de uma constante

pela identidade), com (—tz) = —t e (e7792) = —(7 — t)e (Tt
e a funcdo —(7 — ¢)el™) nunca se anula em R. Para além disso,
(—tz) —t

xEer m = xgr_noo 7 1o Gbe = 0, o que permite concluir,

pela regra de Cauchy, que

. . —tx
Jm (gl@) 0 xz) = lim -7 =0.
Logo, a assintota existe e tem ordenada na origem b = 0. Portanto,
quando z tende para —oo o grafico da fungdo tem como assintota a

recta de equacao y = 0.

vi. A funcao g é derivavel em R pois é o produto de um mondémio
(produto de uma constante pela func¢do identidade) pela composicao da
funcao exponencial com outro monémio, sendo os monoémios e a funcao
exponencial derivaveis em R. A funcao derivada é, para t impar,

() = (tr e Y = 107 (7—p)tz e 07 = [t — (7 — t)ta] ("%,



e, para t par,

g/(x) = (—tl’ 6(77’&)33)/ = —¢ e(7ft)x_(7_t)tl, 6(77t)x — [t + (7 _ t)ta:] 6(7715)1.

vii. Para t impar: Comecamos por procurar os pontos em que a
primeira derivada se anula.

J@)=0at—(7T—titz]e " =0 o t—(T—t)tz =0ve T =0

e, como a exponencial nao se anula, a equagao anterior é equivalente a

(T—thte=tex=:1.

Vamos estudar o sinal da primeira derivada. Como a func¢ao exponen-
cial é sempre estritamente positiva entao o sinal da primeira derivada é
dado pelo sinal do factor ¢t — (7 —t)tx, isto é ¢'(x) > 0 < t — (7T —t)tx >
0& (T—t)te < t, poist >0, e dado 7 —t > 0, resulta que = < %
Como a funcao é diferenciavel entao é monotona crescente no intervalo
| =00, == [. Analogamente, temos ¢'(z) <0<t — (7T—t)tz <0 & z >
%, pelo que a funcao ¢ monoétona decrescente no intervalo }%, 400 [

Os extremos locais de g tém derivada nula, logo o ponto = = % éo

tnico candidato a extremo da funcao. Pela ponto viii, a seguir, temos
J' () =—-T-t2-1)e! = —U;%)t. Como a exponencial e os
factores t e 7 — t sdo positivos, entao g” (%) < 0.

o
@
Q\
A

| -
N—
A

o

Logo, sendo g duas vezes diferenciavel, ¢ (%) —
podemos concluir que g tem um méaximo local: g (%) =

Para t par: Comecamos por procurar os pontos em que a primeira
derivada se anula.

g/(ﬂf) =0 - [t + (7 — t)t:v] 6(7_75)95 =0« t+(7_t)t$ =0V e(7—7t)ac -0

e, como a exponencial nao se anula, a equagao anterior é equivalente a

(7T—ttz=—toz=—=.

Vamos estudar o sinal da primeira derivada. Como a funcao expo-
nencial é sempre estritamente positiva entao o sinal da primeira deri-
vada ¢ dado pelo sinal do factor — [t + (7 — t)tx], isto é ¢'(z) > 0 <
t+ (7T—tte <0 & (T—t)te < —te,dadot > 0e7—1t > 0,



resulta que z < —%. Como a funcao é diferencidvel entao é mono-
1

tona crescente no intervalo ] —00, —7— [ Analogamente, temos ¢'(z) <
0o —t—(T—ttr <0<z > —%, pelo que a funcdo é mono6tona
decrescente no intervalo }—%, +00 [

Os extremos locais de g tém derivada nula, logo o ponto z = _7%75 éo

unico candidato a extremo da funcao. Pela ponto viii, a seguir, temos
g (—55) = —(T-t)t(2-1) et = Y Como a exponencial e os

factores t e 7 — t s@o positivos, entao g” (—%) < 0.

Logo, sendo g duas vezes diferencidvel, ¢’ (—=) =0 e ¢" (=) <0,

podemos concluir que g tem um méaximo local: g (—— =

viii. A funcgdo ¢'(z), é derivavel pois é o produto de um polinémio de
grau 1, diferencidvel em R pela composicao das fungoes diferencidveis
em R: exponencial e monémio de grau 1. Assim podemos calcular a

sua derivada.
!/

Para t impar: Temos ¢"(x) = ([t — (7 — t)tx] e—(7—t)w) —
= —(T—t)te =07 — [t — (T — t)ta] (7T — t)e (0% =

= —(T—t)t[2— (7 —t)x]e (02,

Para t par: Temos ¢"(z) = (= [t + (7 — t)tz] 6(7—t):c)/ 25
= —(7 — t)t6(7ft)x _ [t + (7 [ t)th’] (7 _ t)€(7ft)z _
= —(7T—t)t[2+ (7 —t)z] ™02,

ix. Para t impar: Comecamos por procurar os pontos em que a
segunda derivada se anula.

g”(m) =0&2— (7 - t):p —Q Vv e (Tt —_

e, como a exponencial nao se anula, a equacao anterior é equivalente a

(T—-tr=2&2=:->2.

Vamos estudar o sinal da segunda derivada. Como a funcao exponencial
é sempre estritamente positiva entao o sinal da segunda derivada ¢
dado pelo sinal do factor —(7 — )t [2 — (7 — t)z]. Dado —(7 —t)t < 0,

entdao g”(z) > 0 quando 2 — (7 —t)z < 0 & z > 2, isto ¢, quando
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x € }%, +00 [ Como a funcao é duas vezes diferenciavel entao tem a

concavidade para cima no intervalo }%, —+00 [

Analogamente, temos ¢"(z) <0< 2 - (T—t)r >0 x < %, pelo
que a funcao tem a concavidade para baixo no intervalo }—oo, % [

O ponto de inflexdo, em que muda a concavidade, é o ponto x = =%,

=
onde a fun¢ao vale g (%) = 2 .

Para t par: Comecamos por procurar os pontos em que a segunda
derivada se anula.

J'(2)=02+(T—-t)z=0V oD _ ()

e, como a exponencial nao se anula, a equagao anterior é equivalente a
(T—thr=—"2ez=—>~.

Vamos estudar o sinal da segunda derivada. Como a fun¢ao exponencial
¢é sempre estritamente positiva entao o sinal da segunda derivada é dado
pelo sinal do factor —(7 —¢)t[2 + (7 — t)z]. Dado —(7 —t)t < 0, entao
g"(x) > 0 quando 2+ (7T —t)z < 0 & = < —=2, isto &, quando
T € }—oo, —% [ Como a funcao é duas vezes diferenciavel entao tem

a concavidade para cima no intervalo ]—oo, —% [

Analogamente, temos ¢”(z) <0< 2+ (7 —t)z > 0 & 2 > —=5, pelo
que a funcao tem a concavidade para baixo no intervalo }—%, 400 [

O ponto de inflexao, em que muda a concavidade, é o ponto z = —%,

onde a fungdo vale g (—7%;) = 24 .

b) O grafico da funcao é
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Figura 1: Esboco do grafico de g para t impar.

Figura 2: Esboco do grafico de g para t par.
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4. Seja h(x) uma fun¢do duas vezes diferencidvel em R com h(0) = 0 e
h"(x) continua, e seja f(z) = h(x) + cos (h(z) — x) uma fungdo cujo
polinémio de Taylor de ordem 1, no ponto xg = 0, é py(x) = 14+ax, onde
a ¢ um dos elementos do conjunto A = {—4,—3,—2,2,3,4}. Sabendo
que f”(0) = 0, diga qual o valor de h”(0) e qual a concavidade da
fun¢do h(x) numa vizinhanca de z = 0.

Resolucao: Sendo a funcao h duas vezes diferenciavel entao podemos
concluir que h/(z) é continua e diferenciavel em R e, portanto, que h(x)
também é continua e diferenciavel em R.

A funcdo f(z) ¢ diferenciavel pois resulta da soma da fun¢io diferencia-
vel h(x) com a composicao das fungoes diferenciaveis cos(x) e h(z) —z,
sendo esta tltima diferenciavel pois é a diferenca das fungoes diferen-
ciaveis h(z) e a identidade x, e y = h(x) — = pertence ao dominio de
cos(y) para todo o = € R pois o dominio do cosseno é R (esta justifica-
¢ao pode ser substituida pela referéncia ao polinémio de Taylor de grau
1 de f numa vizinhanca de x = 0 e, portanto, a existéncia da derivada
de f nessa vizinhanca).

Podemos entao calcular a derivada de f(z):

fi(x) = K() + (cos (hie) ~ r))' = (z) - sin (h(x) - 2) (h(z) —2)'
obtemos

f'(w) = W(z) —sin (h(z) —z) (K'(x) =1). (1)

Sabendo que o polinomio de Taylor de ordem 1 de f no ponto xo = 0
épi(z) =14ax =1+a(x—0)= f(0)+ f'(0)(x — 0) entdo podemos
concluir que f(0) =1 e que f'(0) = a.

A partir da expressao (1) temos f'(0) = h'(0)—sin (h(0) — 0) (A'(0) — 1)
= Rh'(0) —sin(0)(R'(0) — 1), pois h(0) = 0. O que nos permite concluir
que f'(0) = R/(0) e, portanto, que h'(0) = a.

A fungdo f'(x) é diferenciavel pois resulta da soma da fungao diferen-
ciavel h/(x) com o produto de h'(x) — 1 com a composi¢ao das fungoes
diferenciaveis sin(z) e h(x) — x, sendo esta tltima diferenciavel pois é a
diferenca das funcgoes diferenciaveis h(x) e a identidade x, e y = h(z)—x
pertence ao dominio de sin(y) para todo o x € R pois o dominio do
seno é R.

Podemos entao calcular a segunda derivada de f:

f"(z) = n"(z) — [sin (h(z) — z) (W (z) —1)] =
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= h'(z) — [(sin (h(z) —x)) (B (x) — 1) +sin (h(z) — 2) (B (x) — 1)'},
de onde resulta

F(x) = () — [Cos (h(z) — ) (K (z) —1)* + sin (h(z) — ) h”(x)] .

Calculando para x = 0 obtemos
f7(0) = h"(0) — [cos (h(0) —0) (K (0) — 1)2 + sin (h(0) — 0) h”(O)} &

& 0 = 1"(0) — [cos (0) (a—1)* +sin (0) 2”(0)], dado f"(0) = 0, e,
portanto, 0 = h"(0) — (a — 1) & K"(0) = (a —1)°. Substituindo a
constante a por cada um dos elementos do conjunto A, concluimos que
R”(0) é um dos elementos do conjunto {1,4,9,16,25}.

Sendo o valor de A”(0) > 0 e h”(x) continua entdo podemos concluir
que numa vizinhan¢a de z = 0 a funcdo h(x) tem a concavidade voltada
para cima.

Nota 1: Sabendo apenas que h”(0) > 0 nao nos permite tirar conclusoes
acerca da concavidade numa vizinhanca de = 0. E necessario, para
esta conclusdo, ter informagdo acerca da continuidade de h”(z) numa
vizinhanga de = = 0 ou, em alternativa, informagdo de que h”(x) é
positiva numa vizinhanca de = = 0.

Nota 2: O enunciado da Proposicao 5 da pagina 127 das Notas de Cal-
culo para Informaéatica estd errado pois afirma que é suficiente a con-
digdo A"(0) > 0 para concluir acerca da concavidade numa vizinhanca
de x = 0. As respostas ao e-folio B baseadas neste resultado foram
naturalmente consideradas validas.
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