Resolucao

Esta resolucdo destina-se a verificar a correcdo do e-folio global. Nao se destina a
estudo ou revisao.

Para enfatizar os pontos importantes, estas resolu¢bes omitirao detalhes que sao
principalmente algoritmicos, como calculos. Além disso, algumas das perguntas fo-
ram personalizadas usando o niimero do estudante. Nesses casos, a resolucdo pode
nao abranger todos os valores de r, ou omitir etapas que dependem de 7.

Qualquer auséncia de detalhes nao implica que tal omissao seja aceitavel nas sub-
missoes dos alunos.

I. (3,0 valores) Neste exercicio, o valor de r ¢ o tltimo digito do seu nimero
de estudante mais 1. Por exemplo, se o seu nimero de estudante for
2002345, entao r =5+ 1 = 6.

Diga se ¢ verdadeira ou falsa cada uma das afirmagoes nas alineas se-
guintes, justificando cuidadosamente a sua resposta através de uma
demonstragao ou de um contra-exemplo, consoante o que for apropri-

ado.

a)

S = {peR[z]: 2p(r) +p(—1) = 0} é um subespago de R[z].
Resolugao: Verdadeiro: Claramente S < R[z]

Se po é o polindmial nulo, entdo 2py(r) + po(—1) =2-0+0 = 0,
portanto pg € S.

Se p,q € S, entao 2p(r) + p(—1) =0
2(p + q)(r) + (p + ¢)(=1) = 2(p(r)
2p(r) + p(=1) +2q(r) + ¢(=1) = 0+
e portanto p+ g € S.

Se pe S,a € R, entdo 2p(r) + p(—1) = 0. Pois

2(ap)(r) + (ap)(=1) = 2ap(r) + ap(=1) = a(2p(r) + p(-1)) =
a-0=0,

e portanto ap € S. Pois S é um subespaco de R[z].

e 2q(r) + q(—1) = 0. Pois
qu) p(=1) +q(-1) =

(1,0 valor) Existe uma aplicacdo linear T': C — C!! tal que

dim(Nuc T nIm T') =
Se 1 < r <5, VERDADEIRO. A resolucao depende de valor de 7.

Por examplo, se r = 3, seja T'(aq, . ..,a11) = (0,0,0,a1,a9,as, ..., as),
entao T' ¢ linear e

(Nuc T nIm T) = Nuc T = {(0,...,0,a,b,¢) : a,b,c € R},
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com dimensao 3. (detalhes omitidas)

(existem outras resolugoes por r = 3).

Se 6 < r < 10, FALSO.

Se dim(Nuc T'nIm T') = r, entdo dim(Nuc T') > r, edim(Im 7) >
r. Mas entdao 11 = dim C* = dim(Nuc T') +dim(Im T') > 6+ 6 =
12. Isto é uma contradigao, portanto, esse 7' nao pode existir.

II. (3,0 valores) Seja V um espago vetorial e T : V' — V uma aplicagdo
linear, tal que T(T'(v)) = T(v) para todos os vetores v € V. Mostre
que V=NucT®Im T.

Resolugao: Seja v € V. Considere w = v — T'(v),u = T'(v). Clara-
mente v =w +u, e ue Im 7.

Temos T'(w) = T(v—T(v)) =T(v)=T(T(v)) = T(v)—T(v) = 0. Pois
we Nuc T, e portanto v =w +ue Nuc T+ Im T.

Se v € Nuc T nIm T, entdao v = T(w) por algum w € V. Mas v =
T(w) = T(T(w)) = T(v) = 0, como v € Nuc T. Portanto Nuc 7' n
ImT={0},eV=NucT@®ImT

ITI. (4,0 valores) Neste exercicio, o valor de r é os ultimos 2 digitos do

seu numero de estudante menos 50. Por exemplo, se o seu niimero de
estudante for 2002345, entao r = 45 — 50 = —5.

-2 -6 -2
Seja A= 1 3 r|eMsiR).
0 0 0

a) Calcule os valores préprios de A e indique as respectivas multipli-
cidades algébricas.

Resolucao: O polinémio caracteristico de A é

2\ —6 -2
det 1 3—\ r
0 0 -

= (=) det [_21_ A 3__6A]

= (=N((=2=NB =X +6) = (=A)(=6+(2—3)A+ 1> +6)
=N+ 2=\ (1-)\).

Portanto, os valores préprios de A sdo 0 e 1, com ma(0) = 2 e
ma(l) = 1.
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b) Determine se A é diagonalizavel.
Resolugao: Porque 1 < mg(l) < ma(l) = 1, temos mg(l) =
ma(1). Portanto, A é diagonalizdvel se e s6 se mg(0) = ma(0) = 2.
Temos Fy(A) = {v e R3: Av = Ov} = {v e R®: Av = 0}, e por-
tanto Fy(A) é o espago nulo N'(A) de A, e mg(0) = dim Ey(A) =
dim N (A) é a nuidade de A.
A matrix A é equivalente por linhas de
1 3 1
00 r—1
00 O

(detalhes omitidas)
Caso r # 1: neste caso Fo(A) = {(=30,0,0)T : b € R} =
{(=3,1,0)T). (detalhes omitidas)
Pois mg(0) = 1 # 2 = ma(0), e A nao é diagonalizavel.
Caso r = 1: neste caso Fy(A) = {(=3b — ¢,b,c)T : b,c € R} =
{((=3,1,0)T,(=1,0,1)T). (detalhes omitidas)
Pois mg(0) = 2 = ma(0), e A é diagonalizavel.
IV. (2,0 valores)

Seja A € Mj3y3(R) uma matriz invertivel tal que adj A = 2[3. De-
monstre que det A € {v/8, —/8}.

Resolugao: Para qualquer matriz B € Mj,3(R), tem-se B adj B =
|B|I3. Dado que A € Mj3.3(R) e adj A = 2[5 podemos afirmar que
A(213) = |A|I3, isto é, que 2A = |A|I;. Consequentemente

[24] = [|AlLs] = 2°|A| = |AP’|I5] < 8|A] = |A]®

= |AP - 8|A| = 0 < |A|(|A]* —8) = 0.
Porque A é invertivel com |A| # 0, temos det A € {/8, —/8}.

Fim
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